Homogene Rander

Wo in Stadten groRere zusammenhangende Areale auf einen Schlag geplant und bebaut wur-
den, verlaufen die Stral3enziige haufig in schnurgeraden Parallelen von Siid nach Nord und
senkrecht dazu von West nach Ost. Ein wenig streng und kihl wirken solche Raster, doch
machen sie in ausgedehnten Stadtzentren, wie in New Y ork oder Buenos Aires, die Orientie-
rung zu einem Kinderspiel mit Koordinaten. Auch die Rénder einiger grof3er Territorien sehen
wie mit dem Lineal gezogen aus: bei einigen Bundesstaaten der U.S.A. etwa oder, besonders
ausgepragt, beim agyptischen Staatsgebiet, das von Libyen und vom Sudan durch senkrecht
aufeinander stehende Strecken geschieden ist (Fig. 17).

Fig. 17

Aul3er der Geraden gilt auch der Kreis seit aters her als eine vollkommene Form. Warum
sind die meisten Minzen kreisformig? Ihre Symmetrie wirkt gefallig, erfllt aber auch einen
praktischen Zweck: Minzen sollen gut in der Hand liegen, und ein gleichmal3iger Rand tragt
dazu bei. , Gesichtskreis* und ,, Wirkungskreis* sind gebrauchliche sprachliche Metaphern; sie
spielen auf ein Zentrum an, von dem aus wir unsin alle Richtungen gleich weit bewegen —
getreu der klassischen Definition, derzufolge ein Kreis aus genau den Punkten (einer Ebene)
besteht, die von einem gegebenen Punkt denselben Abstand haben.

In der rauhen Wirklichkeit der Dinge finden sich Geraden und Kreise allenfalls angenadhert
realisiert. Von einer Geraden, die nach beiden Seiten unbegrenzt zu denken ist, lassen sich
tberhaupt nur (kleine) endliche Stiicke verkorpern, wie die Kante eines Lineals. Geradenstik-
ke entstehen meist unter dem Einfluss einer dominierenden Kraft. Das gilt fir die in kolonia-
ler Willkir gesetzten Grenzen auf dem afrikanischen Kontinent ebenso wie flr ein zwischen
zwel Handen gespanntes Sell (Fig 18). Auch die geraden Kanten, die manchmal an natur-
wiuchsigen Kristallen auftreten, sind im Prinzip so zu erkléaren (Fig.19).



Fig. 18

Fig. 19

Im Raum haben Gerade und Kreis naheliegende dreidimensional e Entsprechungen: Ebene
bzw. Kugel. Hinzu tritt hier noch der Zylinder als ein aus Gerade und Kreis aufgebautes
Zwitterwesen: Der Rand (Mantel) eines geraden unendlichen Kreiszylinders — von dem aus-
schliefdich hier die Rede sein soll — besteht aus allen Punkten, die von einer Geraden, der Zy-
linderachse, gleichen Abstand haben. Der Mantel besteht somit aus samtlichen Geraden
(Mantellinien), die parallel zur Achse und in festem Abstand zu ihr verlaufen. Ein ebener
Schnitt senkrecht zu den Mantellinien erzeugt einen Kreis.

Ebene, Kugel und Zylinder begegnen uns zwar in natiirlichen Phdnomenen, jedoch meist
nur in grober Naherung. Die Oberflache eines Sees — Windstille vorausgesetzt — scheint eine
Anschauungsvorlage abzugeben, aus der sich die Idee der Ebene kraft Abstraktion gewinnen
lasst. Abstrahieren bedeutet, von unwesentlichen und stérenden Eigenschaften abzusehen,
hier: von alen Eigenschaften, in denen die Wasseroberfl&che von einer idealen Ebene ab-
weicht. Ist das moglich, ohne nicht schon zu wissen, was eine Ebene ist? Um Abweichungen
zu identifizieren, die nicht direkt wahrnehmbar sind, braucht man im allgemeinen etwas phy-
sikalische Theorie, mindestens aber eine entwickelte Geometrie, in der Grundbegriffe wie
» Ebene” oder ,Gerade" langst eingefiihrt sind. Dabei erweisen sich Wasseroberflachen als
kugelformig (wenn auch mit unmerklich kleiner Kriimmung), denn sie sind Aquipotential fl&-
chen im Schwerefeld der Erde. Auch hier verursacht eine dominierende Kraft das Entstehen
der Form.

Das vielfache und variantenreiche Vorkommen geometrischer Grundformen in unserer
Lebenswelt ist allerdings nicht kausal, sondern tberwiegend final, d.h. als Ergebnis bewussten
und zielgerichteten Handelns zu verstehen. Die betreffenden Objekte entstehen in technischer
Praxis, durch zweck- und funktionsgerechte Formgebung. Tatsachlich verkdrpern schon ein



fache Alltagsgegenstéande grundlegende Ideen (Formen und Formbeziehungen) der Geome-
trie. Zum Beispiel finden wir Punkte, Geraden- und Ebenenstiicke, rechte Winkel und Paral-
lelen an Ziegelsteinen, Tischplatten, Wandtafeln oder an einem Blatt Papier. Beispiele fur
Objekte, die Eigenschaften von Kugel oder Zylinder ausnutzen, sind Bélle, Billardkugeln,
Kugellager, Walzen, Réder, der Kolben im Kolbenmotor, u.am.

Ebene, Kugel und Zylinder weisen eine Spielart der Symmetrie auf — eine ,,freie Beweg-
lichkeit im Lager” (BENDER/SCHREIBER 1985) —, die sie mit keiner anderen Flacheteilen. Im
Unterschied zur Achsensymmetrie oder der ganzzahligen Symmetrie von Bandornamenten
oder Rosetten handelt es sich um eine spezielle Art von kontinuierlicher Symmetrie. Wir den-
ken uns den betreffenden Korper so bewegt, dass er das von ihm eingenommene Raumgebiet
nicht verlasst. Mit einer Kugel ist dies ohne weiteres moglich, wenn sie in beliebiger Weise
um ihren Mittel punkt gedreht wird; mit einem Warfel hingegen beansprucht die entsprechen-
de Transformation dessen komplette Umkugel. Ebenen und Zylinder kdnnen ebenfallsfrei ,,in
sich* bewegt werden. Entscheidend ist dabei der Zusatz ,frei*; er besagt, dass sich zwei be-
liebige Punkte A, A" auf dem Rand des K érpers durch eine geeignete Bewegung im Lager
ineinander Uberfihren lassen. Um dies bei dem in Fig. 20 abgebildeten Zylinder(abschnitt) zu
erreichen, ist eine geeignete Drehung um seine Achse sowie eine passende V erschiebung zu
vollfthren. Drehung und V erschiebung hat man sich dabei a's eine einzige (zusammenge-
setzte) Symmetrietransformation vorzustellen. Beim Zylinder ist sie zu vorgegebenem Rand-
punktepaar eindeutig bestimmt, fir Ebene und Kugel gilt das nicht.

Fig. 20

Diefreie Beweglichkeit im Lager dient einer Vielzahl praktischer Zwecke in Alltag und
Technik. Ein Schrank soll sich an einer Wand, ein Buch auf einem Tisch ungehindert verla-
gern lassen. Beim Zylinder kommt bevorzugt eine Bewegungsart zum Tragen, etwadie freie
Beweglichkeit in Richtung seiner Mantellinien beim Kolbenmotor. Gelaufige Beispiele fur
die Kugel sind die Kugelschreiberspitze, die sich beim Schreiben beliebig in ihrem Lager be-
wegt und dabel die Minenfllssigkeit zum Papier befordert, oder das Kugelgelenk, mit dem
sich eine Kamera auf ihrem Stativ, ein Riickspiegel in seiner Halterung frei justieren lassen.
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Fig. 21

Offensichtlich sind auch Geraden und Kreise in ihrem Lager frei beweglich. Eine weitere (die
einzige, zudem wesentlich raumliche) Kurve, fur die das ebenfalls gilt, ist die Schraubenlinie.



Sie entsteht auf dem Mantel eines Kreiszylinders, wenn man diesen gleichmal3ig schrég auf
einer geraden Kante abrollt (Fig. 22).

Fig. 22

Dass eine Schraubenlinie in ihrem Lager frei bewegt werden kann, erfahrt jeder, der einen
Korkenzieher in den Korken einer Weinflasche einschraubt (Fig. 23). Bel der Schraubbewe-
gung wird gleichzeitig eine Rotation und eine Trand ation ausgefuhrt. Ist daher ein Korken-
zieher erst einmal in einen Korken eingeschraubt, so kann er durch blof3es Ziehen (Tranglati-
on) aufgrund von Reibungswiderstanden, die den Korken an einer Rotation hindern, nicht
wieder herausgelangen, auf3er eben mit diesem gemeinsam.
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Fig. 23

Diefreie Beweglichkeit im Lager ist ein Sonderfall kontinuierlicher Symmetrie und l&sst sich
daher mathematisch in der Sprache der Transformationsgruppen beschreiben. Sie l&sst sich
aber auch elementarer dadurch kennzeichnen, dass man —wie HuGO DINGLER in seinen
Grundlagen der Geometrie (1933) — die Ununterscheidbarkeit der Stellen (Punkte) auf dem
Rand des betreffenden K orpers fordert. Dieses Postulat wurde spater von PAUL LORENZEN
(1961) wieder aufgegriffen und als,, Prinzip der Homogenitét" formuliert. Die Grundidee
klingt vage schon bel Euklid an, der eine Gerade als eine Linie definiert, ,,die gleich liegt mit
den Punkten auf ihr selbst”. Um dies allgemeiner und préziser zu fassen, denken wir uns eine
Flache F (Rand eines K érpers bzw. Raumgebiets) sowie irgendeine Aussage, in der von F
und einem Punkt P auf F die Redeist. Andert sich dann die Guiltigkeit dieser Aussage nicht,
wenn P durch einen beliebigen anderen Punkt P* ersetzt wird, so heifdt die betreffende Flache
F homogen (im Sinne von DINGLER/LORENZEN). Kurzum, ale Erkenntnisse, die wir mit unse-
ren Sprachmitteln Gber eine Stelle auf F ausdriicken kénnen, gelten von samtlichen Stellen
auf F. Ist nun Homogenitét tatséchlich gleichbedeutend mit freier Beweglichkeit im Lager?



Zumindest l&sst sich dies zeigen: Als homogene Flachen kommen einzig die Ebene, die Ku-
gelfléche und der Mantel eines (unendlichen) Kreiszylindersin Frage. (FUr einen Beweis un-
ter sehr allgemeinen V oraussetzungen vgl. BENDER/SCHREIBER 1985)

Das Homogenitétsprinzip erlaubt eine experimentell-handwerkliche Deutung: Von einem
Randpunkt samt einer kleinen Umgebung fertigen wir einen massiven Abdruck an, etwain
Form eines Stempel chens. Auf einem homogen berandeten Korper muss dieser Stempel an
samtlichen Stellen passen, d.h. so aufgesetzt werden kénnen, dass alle Punkte der Stempelfla
che den Rand des K érpers berthren. Andernfalls lief3en sich Randpunkte unterscheiden, wie
z.B. auf einem Hihnerei, wo ein von den stérker gekrimmten Kappen genommener Abdruck
an den seitlichen Stellen der Eierschale nicht vollstandig aufliegt (Fig. 24).
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Fig. 24

Wir gehen nun einen Schritt weiter und denken uns den Abdruck so zu einer Passform ver-
grofiert, dass der ganze Rand des betreffenden Korpers bedeckt wird. Die oben genannte
Passbedingung driickt dann gerade die freie Beweglichkeit des Korpersin dem Lager aus, das
von seinem Abdruck gebildet wird.

Fertigt man von einer homogenen Randfléche F —in der Praxis gentigt ein endliches Stiick
von F —zwel (gleiche) Passformen F, und F,, so féllt auf: Bei einer Ebene passen F;1 und F»
aufeinander, d.h. F; ist Passform von F, und umgekehrt. Ist F hingegen Rand(sttick) einer
Kugel oder eines Zylinders, so gilt dies offensichtlich nicht. Der Sachverhalt ist somit ein
Charakteristikum, das die Ebene unter den homogenen Flachen auszeichnet. Auf ihm beruht
ein technisches Verfahren, mit dem sich Ebenenstiicke an drei grob vorgeebneten Platten a, b,
¢ durch wechsel seitiges Schleifen realisieren lassen. Durch Schleifen kann man eine Oberfl&
che homogen machen. Schleift man dabel abwechselnd a an b, b an ¢ und dann wieder aanc,
so ist am Ende jede Platte eine Passform der tbrigen beiden, kann also nur eine ebene Rand-
flache besitzen. Der historische Ursprung der Methode ist nicht vollig sicher; im 18. und 19.
Jahrhundert wurde sie aber wohl von englischen Konstrukteuren (wie H. MAUDSLAY) ver-
wendet, um plan-konvexe Linsen und Stahlebenen hochster Prézision herzustellen.

DINGLER hielt das Dreiplatten-Schleifverfahren fur das maf3gebliche Bindeglied zwischen
technischer Praxis und theoretischer Geometrie. In der Tat wird der grundlegende Formtyp
» Ebene" gleichsam urerzeugt, d.h. ohne Ruckgriff auf bereits vorhandene Muster realisiert.
Dasist erstaunlich und scheint darauf hinzudeuten, dass sich ein Wissen dartiber, was eine
Ebeneist, in dem Verfahren verbirgt. Die formae Axiomatik, die nach dem Vorbild DAvVID
HiLBERTS mathematische Grundbegriffe lediglich durch Gebrauchsregeln fixiert, verzichtet
auf derartige Wesensbestimmungen. Im Unterschied dazu ging es DINGLER darum, die Geo-
metrie von vornherein als einen inhaltlichen (némlich durch Handlungsvorschriften interpre-
tierten) apriorischen Teil der Physik aufzubauen. Ob diesin der Folge, etwa mit LORENZENS
verschiedenen Fassungen einer ,, Protogeometrie”, gelungen ist, mag an dieser Stelle offen



bleiben. Begrifflich noch zu wenig geklart ist z.B. das folgende Eindeutigkeitsproblem: Pas-
sen Ebenenexemplare, die aus unabhangigen Schleiftripeln hervorgehen, ihrerseits zueinan-
der? Man wird dies erwarten; allerdings steht eine schliissige protogeometrische Begriindung
noch aus.

Umkampfte Grenzen

Homogene Réander finden sich typischerweise an technischen Artefakten. Rander und Gren-
zen, dieim freien Kréftespiel der Natur entstehen, sehen zumeist anders aus. Kisten, Ge-
birgskdmme oder Wolken haben zerkl Uftete, verkrumpelte oder aufgel dste Konturen. Der
Weg des Odysseus zwischen Skylla und Charyhbdis hatte vermutlich wenig Ahnlichkeit mit
einer Geraden. Wetteifern zwel oder mehr Mé&chte um die V orherrschaft, so bilden sich zwi-
schen den Gebieten, die sie unter ihren Einfluss bringen, komplexe Grenzen aus. — Im Fol-
genden wollen wir einen ersten Eindruck davon vermitteln, wie solche Phdnomene aussehen
und wie sie mathematisch beschrieben werden konnen.

Die hier zusténdige Theorie dynamischer Systeme beschéftigt sich mit zeitabhangigen
Prozessen. Ein einfaches Beispiel: Wéchst eine Population x in einer Beobachtungsperiode
mit einer Rate von 4 %, so notieren wir einen Ubergangspfeil zwischen sukzessiven Zustan-
den: x+ 1.04x . Uber 3 Perioden entwickelt sich dieser Prozess wie folgt:

X — 1.04x — 1.04%x — 1.04°x, der Popul ationsbestand nimmt also exponentiell zu und tber-
schreitet dabel auf lange Sicht jeden noch so grof3en Wert. Nach diesem Schema entwickelt
sich beispielsweise ein kumulativ verzinstes Kapital. Es versagt jedoch schon fur primitive
Organismen (Hefepilze, Wimperntierchen etc.): Mangel an Nahrung und Raum — je nach In-
dividuenart auch Konkurrenzkémpfe, Stress und Krankheiten —wirken sich bel grol3er wer-
dender Dichte der Population zunehmend hemmend auf das Wachstum aus.

Der Belgier P. F. VERHULST hat 1845 ein einfaches Modell vorgeschlagen, das diesem
Antagonismus gerecht wird. Deuten wir die Variable x jetzt als Anteil des Populationsbestan-
des an einem Séttigungswert, so lautet der Prozess: x — ax(1— Xx) . Der Ausdruck ax erinnert
an das exponentielle Wachstum und besagt, dass der Zuwachs eines Bestands zu diesem
selbst proportional ist. Allerdings sorgt gleichzeitig der zweite Faktor 1— x gegenléufig dafur,
dass sich der Bestandsanteil umso stérker verringert, je mehr sich der aktuelle x-Wert seinem
Soll-Maximum 1 néhert. Die Zahl a kann als Wachstumsfaktor gedeutet werden und ist auf
Werte zwischen 1 und 4 einzuschréanken (Grund: a < 1fuhrt zum Aussterben, a > 4 zu nega-
tiven Bestandswerten). Bei normalen Wachstumsraten, genauer: fur alle a < 2, verlauft ein
VERHUL ST-Prozess ohne jede Uberraschung. Wird etwa als Startwert x = 0.1 gewahit (der
Anfangsbestand nimmt also ein Zehntel des Mdglichen ein), so ergibt sich fir a=1.3 derin
Fig. 25 gezeigte Verlauf.
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Fig. 25

Gemal3 dieser logistischen Kurve (< franz. logis) wéachst die Population bestandig, erst stark
und spéter abflachend gegen einen Grenzwert, der dabel niemals erreicht oder Uberschritten
wird. Das andert sich fur grofiere Faktoren a mit 2 < a < 3. Zwar konvergiert auch hier der
Prozess, jedoch in einer gedampften Schwingung, die anfangs Uber den Grenzwert hinaus-
schief3en kann, sich dann aber rasch auf seinem Niveau stabilisiert. In dem noch verbleiben-
dem Intervall 3<a <4 zeigt die VERHULST-Dynamik verbliffend komplizierte Verhaltens-
muster. Zunéchst verliert der alte Grenzwert unter dem erhohten Wachstumsdruck seine An-
ziehungskraft und wird durch zwei Werte (Attraktoren) ersetzt; dabel gabelt sich die
Punktfolge in zwei Teilfolgen, von denen jede gegen einen der beiden neuen Attraktoren
strebt. Bei geringfugiger Erhdhung von a —und dann in sich verkirzenden Absténden zwi-
schen aufeinander folgenden Erhéhungen — wiederholt sich diese Bifurkation, sodass 4, 8, 16,
usw. und damit beliebig viele Attraktoren ins Spiel kommen. Fig. 26 zeigt einen Prozess mit 4
Attraktoren.
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Die Attraktorverdopplung hat eine Grenze! Sieliegt bei a = 3.5699456..., was heil3t: Fur
nahe an diesem Wert gelegenea < a_ sieht der VERHULST-Prozess wie ein stark verzweigter

Baum aus. Uberschreitet der Wachstumsfaktor diese Grenze, so springt der Prozess wild und
scheinbar vollig regellos hin und her. Der ganze Verlauf mutet chaotisch an, ist aber nach wie
vor durch die algorithmisch eindeutige Ubergangsvorschrift x — ax(1— x) bestimmt. In der
Systemdynamik spricht man daher vom ,, deterministischen Chaos*. — Numerische Rechnun-
gen in der Chaos-Region sind Uberaus heikel. Kleinste Veranderungen beim Startwert oder



Rundungsfehler bei den Zwischenwerten kdnnen sich auf lange Sicht erheblich auswirken.
Die Redensart , kleine Ursache — grof3e Wirkung* passt gut auf diese Situation.

Ausgehend vom VERHULST-Prozess entdeckte BENOIT B. MANDELBROT 1980 eine merk-
wirdige Gestalt, die sich in der Folge als geradezu universelles Objekt fir das Studium kom-
plexer Grenzen entpuppt hat. Wir wollen hier nur die ersten Schritte zurticklegen, die an das
bekannte ,, Apfelmannchen® (wie die MANDELBROT-Menge im Popul&rjargon genannt wird)
heranfiihren. Weitergehende I nformationen, begleitet von einer Fulle faszinierender Compu-
tergrafiken, bietet z.B. der von PEITGEN und RICHTER herausgegebene Band ,, The Beauty of
Fractals* (1986).

Der VERHULST-Prozess ist nicht-linear, was sofort klar wird, wenn man den Klammeraus-
druck zu ax — ax*auswertet. Er |4sst sich sogar rein-quadratisch darstellen. Dazu ersetzen wir
die Variable x durch 3 —Z und erhalten nach kurzer Rechnung die auf zumgeschriebene

Ubergangsregel: z+— z° +c, wobei ¢ = 2(1—2). MANDELBROT hat die VERHULST-Dynamik

in dieser einfachen Form untersucht, dabei allerdings nicht mit reellen, sondern mit komple-
xen Zahlen gerechnet. Von vielen Sachverhalten gewinnt man dabei ein umfassenderes Bild.
Eine komplexe Zahl z stellt man sich am besten als Paar (X, y) reeller Zahlen vor oder als

Punkt in der Ebene mit den Koordinaten x und y. Ublicherweise schreibt man z= x+ yi und
behandelt diesen Ausdruck wie eine gewothnliche Summe. Die sog. imaginare Einheit i ent-
spricht dem Punkt (0,1); gerechnet wird mit ihr formal nach dem Rezept: i* = —1. Die kom-
plexen Zahlen bilden einen algebraischen Korper C. Er umfasst den Korper R der reellen
Zahlen und erlaubt die vertrauten Rechenarten. Ein Beispiel zur Multiplikation:
(2+3)(1-5)=2-10i +3 —15°=17—-T7i.

Um einen Uberblick tiber den Prozess z+— z* 4 ¢ zu gewinnen, muss man untersuchen,
wie sich verschiedene Werte ¢ auf seine Dynamik auswirken. Der einfachste Fall ist c=0, es
wird also eine (komplexe) Startzahl z, quadriert, das Ergebnis erneut quadriert usw.:

z,+— Z2+— Zy — Z5 ... Drei Féllesind moglich: 1. |z, 1, d.h. der Startpunkt liegt im In-
nern der Kreisscheibe vom Radius 1 um den Nullpunkt. Dieser ist auch Grenzpunkt, dem die
Punktfolge zustrebt. 2. Startet man aul3erhalb des Einheitskreises (| z, > 1), so wird die
Punktfolge unbegrenzt weit nach auf3en getrieben. 3. Schliefdlich besagt | z, |=1, dass der
Startpunkt auf dem Kreisrand liegt. Dort bleibt dann die ganze Punktfolge. Der Kreisrand ist
somit die Grenze zwischen zwei Einflussbereichen, in die der Prozessfur ¢ =0 die Ebene
aufteilt (Fig. 27).

Fig. 27

Wahlen wir nun ein anderes ¢, etwa ¢ = —0.12375-+ 0.56508i . Auch hier entsteht eine ge



schlossene Grenzkurve. Die Punkte in ihrem Innern streben jedoch gegen einen anderen At-
traktor als Null, und die Kurve selbst ist kein Kreis, sondern ein unendlich zerkl tiftetes Gebil-
de (Fraktal) (Fig. 28, linker Kasten). Bei weiteren Variationen von ¢ wird die Grenzkurve auf
ungeahnte Weise deformiert. Beispielsweise treten fir c = —0.12+ 0.74i anstelle von zwel
unendlich viele (fraktal begrenzte) Einflussbereiche auf, die nur noch an einzelnen Rand-
punkten untereinander zusammenhangen (Fig. 28, rechter Kasten).

Fig. 28

Ein seltsames Gebilde, Dendrit genannt, entsteht bei der Wahl von ¢ =1 ; eserinnert an einen
Blitz und besitzt Gberhaupt keinen flachigen Charakter mehr (Fig, 29, linker Kasten). Fir

¢ =0.11031—- 0.67037i geht gar der Zusammenhang verloren und das Ganze zerstaubt in
einer Partikelwolke (Fig. 29, rechter Kasten). — Die bei diesen Prozessen entstehenden Rander
(Grenzen zwischen Attraktorgebieten) werden JuLiA-Mengen genannt, zu Ehren des franzosi-
schen Mathematikers GASTON JULIA (1893-1978), der dazu bereits Anfang des 20. Jahrhun-
derts allgemeine theoreti sche Grundlagen schuf.
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Fig.29

Dem Ubergang von (noch) zusammenhangenden zu unzusammenhangenden JULIA-Mengen
hat MANDELBROT mit seiner berihmten Menge M Gestalt verliehen. M besteht namlich aus
genau den Werten von ¢, bei denen eine zusammenhéangende JuLIA-Menge entsteht (Fig.30).



Fig. 30

Das Apfelmannchen ist ein ungewohnlich komplexes fraktales Objekt. Sein struppig-bizarr
geformter Rand ist die Grenze, an der sich zusammenhangende von nicht-zusammenhéangen
JuLIA-Mengen scheiden; diesen entsprechen die Punkte im AuRern, jenen die Punkteim In-
nern der Figur. Wie bei denin M , kartierten JuLIA-Mengen sitzen auf dem Rand des Apfel-
mannchens unendlich viele verkleinerte Kopien seiner selbst. Es selbst ist Gbrigens eine zu-
sammenhangende Menge (1982 von DoUADY und HUBBARD bewiesen).

Mit leistungsfahiger Computergrafik ist es moglich, sich auf einem Pfad durch das Innere
von M zu bewegen und dabei die JuLIA-Mengen anzuschauen, deren c-Werte auf dem Pfad
liegen. Man erhélt so Filmsequenzen wie von einer Geisterfahrt — vorbel an ziingelnden
Flammen und Schluchten, an Strudeln und Zonen, die von Seepferdchen bevdlkert scheinen.
Immer wieder tauchen dabei unerwartet die kleineren Doppelganger des Apfelméannchens auf.
Verlauft der Pfad vom Innern tiber den Rand ins AufRere von M, so wird dramatisch sichtbar,
wie die JuLIA-Mengen ihren Zusammenhang verlieren und zerstieben. — Wir erwahnen noch
die merkwurdige Antenne des Apfelméannchens. In ihr stecken die c-Werte, die der Chaos-
Region im reellen VERHUL ST-Prozess entsprechen. Die kleine Verdickung in ihr entpuppt sich
bei genauerem Hinsehen —wen wundert’s — al's ein Apfelméannchen.
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