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l Versuchsreihen. Relative Haufigkeit

Versuchsreihen

Ein Versuch zu einer Zvn. X werde s-mal durchgefihrt (Versuchsreihe). Wir notieren jedes auftretende Merkmal in
einer Liste S (Urliste, Protokall, Stichprobe):

S: (X11 X21 0aop XS)

Die natiirliche Zahl s heifdt Lange der Versuchsreihe (auch: Umfang der Stichprobe S); sie kann stark variieren.

N.B.: In einer Stichprobe S miissen keinesfalls alle Elemente des zugehérigen Merkmalraums Q) vorkommen.
Andererseits kdnnen Merkmale in S mehrfach auftreten.

Relative Haufigkeit

m Relative Haufigkeit von Merkmalen

Sel x € Q) irgendein Merkmal, S die Urliste einer Versuchsreihe. Wir durchmustern diein S auftretenden Merkmale
der Reihe nach und priifen, ob sie mit x (ibereinstimmen. Gibt es a Ubereinstimmungen, so heit a absolute
Haufigkeit und der Quotient % relative Haufigkeit desMerkmalsx in S (bzw. in der Versuchsreihe). Die relative
Haufigkeit eines Merkmals gibt den Anteil seines Vorkommensinnerhalb einer Stichprobe an.

Anzahl der Vorkommenvon xin der Stichprobe

Relative Haufigkeit von Merkmal x = Unfang der Sichprobe

Um diesen Ausdruck formal zu prézisieren, setzen wir 6(x, y) = 1, fallsx = y, und sonst: (%, y) = 0. Damit l8sst sich
dierelative Haufigkeit Hg(xX) von Merkmal x in S wie folgt schreiben:

1 S
Hs(X) = < ) 3(x X)
i=1

Die Bezugnahme auf S (insbesondere die Indizierung von H ) kann fortgel assen werden, wenn sie aus dem
Zusammenhang hervorgeht.
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Offenkundig sind folgende Eigenschaften von Hs:

1. O<Hsx) <1flralexe Q

2. Dixea HsX¥) =1

Ein Merkmal x kommt in der Stichprobe S genau dann nicht vor, wenn seine relative Haufigkeit O betrégt. Relative
Haufigkeit 1 bedeutet, dass x das einzige in S auftretende Merkmal ist. In der Summe (unter 2.) addieren sich die
Anteile aler tatsachlich in S vorkommenden Merkmale zu 1 auf.

m Relative Haufigkeit von Ereignissen

Esist naheliegend, den Begriff der relativen Haufigkeit auf Ereignisse auszudehnen. Dies lasst sich auf nattirliche
Weise durchfihren:

Dierelative Haufigkeit eines Elementarereignisses X = x (dessen Merkmamenge aus x allein besteht: {x})
identifizieren wir direkt mit Hs(x). Setzt sich das Ereignis aus mehreren Merkmalen x;, ..., Xm zusammen, d.h. besitzt
es die Merkmalmenge bzw. Extension A = {Xy, ..., Xm}, SO wird definiert:

m
Hs(A) = " Hs(x)
i=1

Das hier verwendete Definitionsverfahren heildt Summenregel. Es garantiert, dass die relative Haufigkeit eines
Ereignissesin einer Stichprobe S gerade der Anteil ist, den samtliche Merkmale bilden, deren Auftreten das
betreffende Ereignis nach sich zieht.

Wo notationstechnisch bequem, wollen wir Ereignisse durch ihre Merkmalmengen A, B, C, ... ( € Q) wiedergeben.

Esfolgt eine Zusammenstellung einfacher Grundtatsachen (wobei eine feste Stichprobe S zu Grunde liegt, auf die
nicht jedesmal Bezug genommen wird):

1 H®)=0,H®Q) =1

2 0< H(A) < 1 fur dleEreignisse Ac Q
3. AcB=H(A) <H(B)

4 H(A-B) + H(A~B) = H(A) + H(B)

Beweis:

1.) und 2.) sind sofort ersichtlich, 3.) eine unmittelbare K onsequenz der Summenregel. 4.) ergibt sich daraus, dass die
Merkmale im Durchschnitt von A und B links und rechts vom Gleichheitszeichen jeweils doppelt gezdhlt werden. =

Die Eigenschaft 3 heil3t Monotonie. Fir disjunkte (unvertragliche) Ereignisse A, B geht Eigenschaft 4 Uber in:
H(A-B) = H(A) + H(B) (Additivitat).
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m Erweiterung einer Stichprobe

In der Praxis kommt es hdufig vor, dass eine vorliegende Stichprobe S = (xq, %o ..., Xs) durch eine zusétzliche Anzahl
k von Versuchen erweitert wird: S = (Xq, ..., Xg; Xsr1, -+ Xsik) -

Wir wollen untersuchen, wie sich die relative Haufigkeit eines Merkmals bel einer solchen Erweiterung andert.
Offenbar gilt fir die absolute Haufigkeit a von x in der erweiterten Stichprobe S*:
a=5-Hs(X) + (X, Xst1) + ... + (X, Xs4k)

Dierelative Haufigkeit von x ergibt sich nach Division der absoluten Haufigkeit durch den Umfang (s + k) der
erweiterten Stichprobe S*:

k
He (0= —— = — Hg+ — PRLED
s s+k  s+k s+k &

Hieraus folgt fur die Haufigkeitendifferenz in den Stichproben S und S*:

k 1
Hg (X) — Hg(X) = <k —Hs(X¥) + X E O(X, Xs4i)
i—1

Der zweite Summand in der Klammer ist die relative Haufigkeit von x in der Reststichprobe (Xs;1, ..., Xsik). Dasie
>0 und <1 ist, I&sst sich der Klammerausdruck dem Betrage nach mit dem gréf3eren der beiden Werte Hs(x) und
1 - Hs(x) abschatzen.

Damit ergibt sich die Ungleichung:

| Hs (0 — Hs(0 | = == max{Hs(x), 1 Hs(x)}

Folgerung: Der Absolutbetrag der Anderung, welche die relative Haufigkeit eines Merkmals erleidet, wenn man die
zu Grunde liegende Stichprobe vom Umfang s um k Elemente erweitert, ist durch den Bruch ?I:I beschrankt. Bei

festem k strebt dieser Betrag daher gegen Null fir s— oo, d.h. in Abschnitten konstanter Groflze werden die
Schwankungen der relativen Haufigkeit beliebig klein.

Warnung: Diesist nicht gleichbedeutend damit, dass die Haufigkeitenfolge konvergiert!

Die folgende Grafik zeigt (bei einer grofReren Stichprobe) deutlich den Verlauf der Schranke (rechte Seite der obigen
Ungleichung) oberhalb der Punkte, welche die Differenzbetrage der relativen Haufigkeiten (linke Seite der
Ungleichung) darstellen:
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