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l Optimales Stoppen

m Situation und Problemstellung

Wir erhalten eine Folge von sich nacheinander anbietenden Gelegenheiten G1, G, ..., Gy; fir eine von ihnen miissen
wir uns entscheiden. Es kann sich dabel um Kaufangebote handeln, Parkplétze (an denen wir suchend vorbeifahren),
Stellenbewerbungen, und dgl. mehr. Nachdem eine Gelegenheit geprift wurde, kénnen wir anhalten und zugreifen;
andernfallsist sie verpasst und kehrt nicht wieder.

Gegenstand der Untersuchung ist die folgende Auswahlmethode:

Stoppr egel

Zunéchst werden die Gelegenheiten Gy, ..., Gs_ 1 geprift und die beste von ihnen vorgemerkt. Von den
nachfolgenden Gelegenheiten wird nun die erste ausgewahlt, die besser ist als die beste unter den ersten s— 1.

m Das Entscheidungsproblem in Normalform

Das Entscheidungsproblem besteht in der Frage, fir welchen Wert von s die obige Stoppregel optimal ist. Aus der
geschilderten Verfahrensweise ergeben sich n Handlungsalternativen ay, ..., a,, wobei a bedeutet:

Benutze die Stoppregel fir s=i e {1, 2, ..., n}

Betrachten wir a; . In diesem Fall findet offenkundig keine Vorpriifung statt, d.h. die erste Gelegenheit G; wird in
jedem Fall gewahit.

Nun zu den Umweltbedingungen by, ..., b,, auf die wir mit unseren Alternativen treffen. Essind dies gerade dien
(sich gegenseitig ausschlielRenden) Moglichkeiten b;, die besagen, dassG; (j =1, 2, ..., n) die beste unter denn
Gelegenheiten ist. Dabei wird unterstellt, dass es genau eine beste Gelegenheit gibt. Fur die zugehdrigen
Wahrscheinlichkeiten wollen wir p; = P(b;) = % (1 = j = n) annehmen.

Schlieflich benttigen wir eine Nutzenmatrix U . Wir definieren den Nutzen u;; al's die Wahrscheinlichkeit, dass bei
Ausfuhrung von & die Gelegenheit G; ausgewahit wird. Entscheidet man sich némlich unter der Bedingung b; fur
die Alternative &, soist u; ein Ma3 dafiir, mit G; die beste Gelegenheit auszuwahlen.
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m Aufstellung der Nutzenmatrix

Aus den vorangegangenen Uberlegungen ergibt sich zunéchst die erste Zeile der Nutzenmatrix U : ugq = 1,
Up =...= U, =0.

Fir das Folgende werde 2 < i < n vorausgesetzt.

Wir beabachten: Esist keinesfalls sicher, dass wir mit der Stoppregel Erfolg haben und die beste Gelegenheit
erwischen. Befindet sich diese namlich unter den ersteni — 1, d.h. tritt eine der Bedingungen by, ..., bj_1 €in, so
gehen wir bei den spéteren Priifungen leer aus, eswirdalsou; =0 flrl<j<i-1.

Somit bleibt u; fir j =i zu berechnen. Die Gelegenheit G; wird genau dann ausgewahlt, wenn die beste der ersten
j — 1 Gelegenheiten sich schon unter den ersteni — 1 befindet. Andernfalls wiirde némlich gerade diese Gelegenheit
schon ausgewdhlt, bevor G; berhaupt gepriift wird. Die Wahrscheinlichkeit u;; ergibt sich daher als Verhdtnis der

i —1 gunstigen zu den j — 1 mdglichen Féllen:

i—-1
uij = —] -1
Diei-teZeile (i = 2) von U lautet daher:
0 01 i-1 i-1 i—-1
L ey L il I 1 i+l! ey n_l

i-1

U ist somit eine obere Dreiecksmatrix; in ihrer Hauptdiagonalen stehen lauter Einsen, darunter lauter Nullen.

m Der Nutzenerwartungswert und seine Deutung

Es bezeichne E;j das Ereignis, dass

a) G; die beste Gelegenheit ist und

b) G; ausgewahlit wird, wenn wir gemal & vorgehen (d.h. die Stoppregel mit s=i anwenden).
Daa) und b) voneinander unabhéngig sind, ergibt sich nach der Produktregel:

1
P(Ej) = pj-Uj = — -Uj

Zur Losung des Entschei dungsproblems berechnen wir die Nutzenerwartungswerte der a; . Offenbar ist
EU(g) = ?:1 P(Ej) = P(Ei1 + ... + Eip), d.h. der Nutzenerwartungswert von g; |&sst sich als Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses deuten, dass bei g; die beste Gelegenheit gefunden wird.

Esgilt EU(ay) = % und firi = 2:

EU (&)= prUiz+ ...+ Pn Ui —1zn:i_1
(&) =PrUiz+..+ Pnlin= n < -1

Wir kirzen die rechts vom Gleichheitszeichen stehende Summe sinngemél3 mit p(i, n) ab und erhalten
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(i n)—i b2 )fUr2<i<n
pd, = e m—] <|<

und p(1, n) =

m L dsung des Entscheidungspr oblems

Wir bestimmen i so, dass EU(g) ( = p(i, h)) maximal wird.

Machen wir uns ein Bild von der Situation bei n = 10 Gelegenheiten. Zunéchst eine Tabelle der Werte p(i, n) fir
i=2, ..,10:

. 282897
365794
39869
398254
372817
327381
265278
. 188889
1
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Esist imax = 4. Fir n = 30 betrachten wir ein Histogramm:

Rechnerisch ergibt sich ing = 12. (Man beachte, dassima jeweils von n abhangt.) Wir tabellieren die Werte
N, imax; Plimax, N) indrei Spalten:

2 2 0.5

3 2 0.5

4 2 0. 458333
5 3 0. 433333
10 4 0. 39869
20 8 0. 384209
30 12 0. 378651
40 16 0. 375743
50 19 0. 374275
100 38 0. 371043
500 185 0.368512
1000 369 0.368196
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Esfalt auf, da$sich das Maximum der p(i, n) in der N&he von 0.37 zu stabilisieren scheint. Gleichzeitig liegt aber
auch der Anteil "“Tax bei diesem Wert. In der Tat Iasst sich durch eine genauere Analyse nachweisen:

imTaX ~ < und Plimax, N) ~ <, wobei e die Eulersche Zahl ist (= 2.71828...)

Dabei bezeichnet ~ die sog. asymptotische Gleichheit, welche besagt, dass der Quotient aus linker und rechter
Gleichungsseite gegen 1 strebt (fiir n - o). Fir Einzelheiten der Analyse vgl. Arthur Engel
[Wahr scheinlichkeitsrechnung und Statistik. Band 2. Klett: Stuttgart 1976, S. 201 f].

m Fazit

Das Modéll liefert uns eine praktische Faustregel, mit der wir unser Auswahlverhalten optimieren kdnnen. Sie lautet:
Wende die Stoppregel fir s= % ~ 0.368-n an, oder noch gréber: Lasse zunéchst ein gutes Drittel (knapp 37 %) der
Gelegenheiten passieren und wéahle danach die erste bessere Gelegenheit.



