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l 10. Algebraische Strukturen

Die gewohnlichen mit Zahlen ausgefiihrten Rechenoperationen (Verkniipfungen) + und - weisen eine Reihe
gemeinsamer Eigenschaften auf. Dazu gehort z.B. das Kommutativgesetz (a+b=b+aunda-b=b-a) und die
analoge Rolle von 0 und 1 in den Gleichungen a+ 0 = a bzw. a- 1 = a. Auch in anderen Bereichen, etwain der
Mengenalgebra, stéf3t man auf verwandte Rechengesetze. Die Algebra untersucht diese Verhdtnisse allgemein und
abstrahiert dabei von der besonderen Beschaffenheit der Objekte, mit denen gerechnet wird. Dadurch lassen sich
einfachere Begriffe bilden und deren Beziehungen untereinander rationeller (im Sinne einer Denkékonomie)
untersuchen. Algebraische Strukturen (Verknipfungsgebilde) sind Mengen, auf denen Operationen (V erkniipfungen)
gegeben sind.

10.1. Verknupfungsgebilde

Der Begriff "VerknUpfung" stellt eine Verallgemeinerung der gewohnlichen Rechenoperationen fiir Zahlen dar.
Naheliegende Beispiele firr Verknipfungen sind die von den "Grundrechenarten™ her gel8ufigen Operationen
"Addition", "Subtraktion", "Multiplikation" und "Division".

Zum Beispiel wird die Addition zweier ganzer Zahlen x, y aufgefasst alseine Abbildung + : ZxZ — 7, diedem
geordneten Paar (X, y) asBild die Summe x + y zuordnet : +(X, y) := X+ Y. (Die streng eingehaltene
Abbildungsnotation ist, zumindest fur zweistellige V erkniipfungen, ungewohnt und uniiblich. Anstatt den
Abbildungsnamen vor das Urbild zu schreiben, wird die herkdmmliche Schreibweise beibehalten und das

V erkniipfungszeichen zwischen die Komponenten des Urbild-Paars geschrieben.)

m 10.1.1. Definition

Seien A und B nichtleere Mengen. Abbildungen vom Typ A2—s B heiRen (zweistellige oder binére) Verkniipfungen
oder Operationen auf A mit Wertenin B. Im Falle B = Aheift + : A>— A Verkniipfung in A. Es bezeichnet x  y
den Funktionswert von (x, y) € A% unter .

Zum Beispidl ist die Subtraktion natirlicher Zahlen eine Verkniipfung auf N mit Wertenin Z, jedoch keine
Verknupfung in N. Bei der Addition natirlicher Zahlen kénnen wir hingegen die kleinere ZielmengeN wahlen, denn
esgiltx+ yeNfiralex, yeN, d.h. + ist eine Verknupfungin N.
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m Bezeichnungen

Ist + eine Verkniipfung in A, so wird das geordnete Paar (A, +) asVerkniipfungsgebilde bezeichnet. A heilét in
diesem Zusammenhang Tréger(menge) des Verkniipfungsgebildes. Ein anderer Ausdruck fir Verknipfungsgebilde

ist algebraische Struktur.

m Beispiele algebraischer Strukturen

@Q,+) Addition rationaler Zahlen
R, ) Multiplikation reeller Zahlen
(Q\{0}, ©) Division rationaler Zahlen # 0

Z,-) Subtraktion ganzer Zahlen
(Zm, ®) Restklassenaddition modulo m
(Sh, 0) Verkettung von Permutationen

PM), +) Boolesche Summe von Mengen

Man mache sich bel jedem dieser Beispiele klar, weshalb eine Verknipfung in der jeweils angegebenen Tragermenge
vorliegt.

Keine Verkniipfungsgebilde entstehen durch ...
N mit der Subtraktion,
Q mit der Division,
Z mit dem arithmetischen Mittel ﬁz—y— zweier ganzer Zahlen x, y,

die Menge aller Spiegelungen (einer Ebene) mit der Verkettung o.

Die Verknipfungsgebilde (Sy, o) und (P(M), +) zeigen, dass man auch mit Abbildungen bzw. mit Mengen in
dhnlichem Sinne wie mit gewdhnlichen Zahlen rechnen kann.

Von besonderer Bedeutung sind in dieser Hinsicht die Restklassenmengen Z,,, m = 2, fur diewir in Abschnitt 7.3
eine Addition @ und eine Multiplikation ® eingefihrt haben.

In einem Verknipfungsgebilde (A, ) tritt gelegentlich die Frage auf, ob sich die Verkniipfung  auf eine bestimmte
Teilmenge M c A einschranken l&sst. Man betrachte etwa (Z, +) und die Teilmenge 2 Z der geraden ganzen Zahlen.
Offensichtlichist x+ ye 2Z fur allex, y € 2Z; somit lésst sich (227, +) a's ein abgeschlossenes Teilgebilde von
(Z, +) auffassen. Das gibt Anlass zu folgender

m 10.1.2. Definition

Sei (A, 1) ein Verknipfungsgebilde. Eine nichtleere Teilmenge M von A heil3t abgeschlossen unter 1 (oder
abgeschlossenin (A, +)), wenngilt: x+ ye M furalex, ye M. Indiesem Fall heil3t (M, +) auch Teilgebilde
(manchmal auch: Untergebilde) von (A, ).
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m Beispiele

Die Menge der geraden Zahlen ist abgeschlossen unter +, nicht jedoch die Menge der ungeraden Zahlen. Weitere
Beispiele: Z, Q undR* sind sémtlich in (R, -) abgeschlossen.

10.2. Kommutativitat

Beim Rechnen mit gewdhnlichen Zahlen benutzt man stillschweigend, dass sich in einer Summe die Summanden und
dass sich in einem Produkt die Faktoren vertauschen lassen; z.B.:

147 + 36 + 113 = 147 + 113+ 36 = 260 + 36 = 296

m 10.2.1. Definition

Eine Verknipfung + in einer nichtleeren Menge A heift kommutativ, wenn fir allex, ye Agilt: Xt y=y -+ x. In
diesem Fall heif3t auch das zugehérige Verknipfungsgebilde (A, +) kommutativ.

m Bemerkung

Die Addition + und die Multiplikation - (inN, Z, Q, R) sind kommutativ, nicht hingegen Subtraktion und Division.
Ferner gilt: Addition und Multiplikation von Restklassen sind kommutative Verknipfungen (vgl. Proposition 7.3.3).
Die Verkettung von Abbildungen ist nicht kommutativ.

10.3. Assoziativitat

Das Rechenbeispiel aus 10.2 benutzt auf3er der Kommutativitét von + noch eine weitere Eigenschaft der Addition, die
aus folgender Schreibweise ersichtlich wird:

147 + (36 + 113) = (147 + 36) + 113 = ...

m Bemerkung

Die Schreibweise mit Klammern ist die genauere, weil jadurch + zwei (und nicht etwa drei oder mehr) Zahlen
verkniipft werden. Im Beispiel bedeutet das praktisch, dass zuerst die Klammer (36 + 113) ausgewertet und dann die
Summe 147 + (...) gebildet wird.

Die Umformung macht Gebrauch von der Tatsache, dass "zuerst 113 + 36 rechnen und das Ergebnis zu 147 addieren”
dasselbe Ergebnis liefert wie "zuerst 147 + 113 rechnen und zu dem Ergebnis 36 addieren”. Das allgemeine
Rechengesetz, das diese Umformung zum Ausdruck bringt, hei3t Assoziativgesetz der Addition. Auch fir die
Multiplikation gilt diese Rechenregel (vgl. 1.2.1).
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m 10.3.1. Definition

Eine Verknipfung + in einer nichtleeren Menge A heif3t assoziativ, wenn fir alle x, y, ze A gilt:
X+ (y+2=(X+xYy) 1z Indiesem Fall nennt man das Verknlpfungsgebilde (A, +) eine Halbgruppe.

Die Assoziativitét ist eine fundamental e Eigenschaft. Praktisch alle wichtigen Verknlpfungen, diein der Algebra
untersucht werden, sind assoziativ, und solche, die es nicht sind, sind nur in Ausnahmefallen interessant.

m Beispiele
Die folgenden Verknipfungsgebilde sind Halbgruppen:
(Qv +)= (Ra ')1 (Srla O)v (P(M)v +)1 (Zmy 6)1 (Zmy @)

m Bemerkung

Ist T irgendeine Menge von Selbstabbildungen einer Menge A, die unter o abgeschlossen ist (d.h. mit f, g e I'ist stets
auch f ogeI), dannist (T, o) eine Halbgruppe. (Dazu ist lediglich zu beachten, dass die Verkettung o in der
Gesamtheit aller Selbstabbildungen von A assoziativ ist und die Gleichheit (f og)oh = f o(go h) wegen der
Abgeschlossenheit schon in T besteht.)

10.4. Neutrales Element (Einselement)

Die Zahl 1 hat bei der Multiplikation nattrlicher, ganzer, rationaler und reeller Zahlen die Eigenschaft, dass fir jede
Zahl x gilt:

1-x=%x-1=X

Wegen dieser Eigenschaft heil3t 1 neutrales Element der Multiplikation. Auch die Addition besitzt (in der Zahl 0) ein
solches neutral es Element:

O+x=x+0=x

m 10.4.1. Definition

Sel (A, 1) ein Verknipfungsgebilde. Ein Element e € A heif3t neutrales Element (oder: Einselement) von (A, +),
wennfiralexe Agilt e x=x+1e=x.

m Bemerkung

Bel einer kommutativen Verknipfung + genligt es, x + e = x (fUr ale x € A) zu fordern.

Bekanntlich existiert auf3er der Zahl 1 kein weiteres neutrales Element der gewohnlichen Multiplikation. In der Tat ist
algemein das neutrale Element eines V erknlipfungsgebildes eindeutig bestimmt.
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m 10.4.2. Proposition

In einem Verknipfungsgebilde (A, +) gibt es htchstens ein neutrales Element.

m Beweis

Seien e; und e, neutrale Elemente von (A, +). Dann gelten die Gleichungen:
(1) e 1x=x
()] XL =X

fUr beliebigesx € A. Setztman x = e, in (1) und x =1 in (2), so ergibt siche; + e, = e, und e; + & = e, Mithin
€=6.¢

m Beispiele
Ver kniipfungsgebilde neutrales Element (Einselement)
(Zm, ®) 0 (al's Restklasse)
(Zm, ©) 1 (als Restklasse)
(Sn, 0) e (identische Permutation)
(PM), +) 0]

Die entsprechenden Gleichungen sollten fiir jedes dieser Beispiele tibungshaber nachvollzogen werden.

m Bemerkung und Beispiel

Es gibt Verknlpfungsgebilde, die kein neutrales Element besitzen.

InR werde + definiert durch x + y := Max {x, y}. Diese Verkniipfung hat kein Einselement, denn fir ein solches e
musste gelten: Max {x, e} = x + e= xfir allex e R. Fur x = e— 1 fihrt dies zu einem Widerspruch!

10.5. Invertierbarkeit, Begriff der Gruppe

Hat eine Verknupfung + in einer Menge A ein Einselement e, so ist die Frage sinnvoll, ob zu a € A ein Element

a'e Aexidtiert, sodassa+ a'=eunda' - a=e. Zum Beispid gibt es zu jeder rationalen Zahl r £ 0O einr' € Q mit der
Eigenschaft: r-r'=r'-r =1 (ndmlichr' = %). Diesem Beispiel folgend spricht man von zueinander inversen
Elementen bzw. von der Invertierbarkeit eines Elements.

m 10.5.1. Definition

Sei (A, 1) ein Verknlpfungsgebilde mit Einselement e. Ein Element a € A heifdt invertierbar, wenneina' € A
existiet mita+a'=a'+ a=e. Indiesem Fall heilt a' invers zu a (oder inverses Element von a).
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m Bemerkung

Ista'invers zu a, dann ist auch ainvers zu a' (unmittelbar aus der definierenden Gleichung ersichtlich). Das neutrale
Element eist stetsinvertierbar, dennesgilt: e e=e.

m Beispiele
1. Alle Elemente von Q \ {0} besitzen ein multiplikatives Inverses, d.h. sind invertierbar bzgl. der gewdhnlichen
Multiplikation rationaler Zahlen. Das Inverse ist jeweils eindeutig bestimmt.

2. Alle ganzen Zahlen sind invertierbar in (Z, +); dasInverse zu a € Z ist eindeutig bestimmt (némlich als —a).

3. Alle Permutationen in S,, sind invertierbar (bzgl. der Verkettung o), dennzu p € S, gilt: pop™t = ptop=e Das
Inverse p~t ist die Umkehrabbildung von p (und nach dem Satz von der Umkehrabbildung, Prop. 8.4.1, eindeutig
bestimmt).

4. Alle Teilmengen X von M sindin (P(M), +) zu sich selbst invers, denn es gilt: X + X = Q.

In den genannten Beispielen sind jeweils die Inversen eindeutig bestimmt. Das ist aber nicht notwendig immer so;
z.B. hat dasdurch x = y:= x+ y— 2x2 y? (fir reelle x, y) definierte Verkniipfungsgebilde (R, ) ein neutrales
Element (némlich 0), es gibt aber nicht-invertierbare Elemente (etwa —1) und Elemente mit mehr als einem Inversen
(etwa 2). Der Grund dafir liegt darin, dass die betreffende Verknipfung nicht assozativ ist. Flr assoziative
Verknipfungen l8sst sich hingegen zeigen, dass die Inversenbildung eindeutig ist (sofern sie moglich ist).

m 10.5.2. Proposition

Sei (A, 1) ein Halbgruppe mit Einselement. Dann besitzt ein Element von A hdchstens ein Inverses.

m Beweis

Sei e das (eindeutig bestimmte) Einselement und a irgendein invertierbares Element von A mit Inversen a' und a". Es
ist zu zeigen: a' = a". Nach Definition gilt: a+ a'= eund a" + a = e. Daraus folgt mit dem Assoziativgesetz:

a|=eJ_alz(anJ_a)J_alzanJ_(aJ_al):anJ_ezau

m Bezeichnungen

1. Das zu einem invertierbaren Element a aus A eindeutig bestimmte Inverse wird mit a-1 bezeichnet.
2. DieMengeder in (A, 1) invertierbaren Elemente werde mit Inv(A, +) bezeichnet.
Man mache sich damit die folgenden Sachverhalte klar:

InvZ, +)=7 Inv(Q, -) =Q\{0} INV(Sy, o) = Sy,
InV(Zn, &) =Znm Inv(Z4, ©) ={1, 3} Inv(Ng, +) = {0}
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m 10.5.3. Bemerkung zu Restklassen, Definition

Nach Prop. 7.3.5sind diein (Zn, ©), m= 2, invertierbaren Restklassen genau die zu mteilerfremden (positiven)
a € Zn. lhre Anzahl wird Ublicherweise mit ¢(m) bezeichnet (sog. Eulersche ¢-Funktion). Da somit z.B. in Z 1o genau
die Restklassen 1, 3, 7, 9 multiplikativ invertierbar sind, gilt ¢(10) = 4.

Fir Primzahlen p gilt algemein: ¢(p) = | Inv(Zp, ©) | = | Z,\{0} | = p— 1. Von 0 verschiedene Restklassen nach
einem Primzahlmodul besitzen stets ein Inverses; eslasst sich mit dem Euklidischen Algorithmus berechnen.

m 10.5.4. Proposition

Sei (A, 1) eine Halbgruppe mit neutralen Element e. Dann gilt:
@ eelnv(A, v)
()] Inv(A, v)ist abgeschlossen unter ..

B (xeyt=ylixlfirdlex yelnvA, ).

m Bewes

Zu (1): Ergibt sich unmittelbar ause L e=e.
Zu (2) und (3): Esgeniigt zu zeigen, dass y! + x~ zu x + yinversist. Nach dem Assoziativgesetz gilt:
(YlaxHhoixey=(yltexteix)ry=(yltegry=yltiy=e

und entsprechend ergibt sich(x t y) L (y e x ) =e &
Bemerkungen

1. Unter der Voraussetzung von Prop. 10.5.4 (Halbgruppe mit neutralem Element €) ist Inv(A, +) jedenfalls nicht leer
(eist stetsinvertierbar).

2. Aussage (2) besagt, dass das Verknipfungsergebnis invertierbarer Elemente wieder invertierbar ist.

3. Aussage (3) liefert die Regel, nach der sich das Inverse eines "Produkts" berechnen 18sst. Es handelt sich offenbar
um eine direkte Verallgemeinerung der "Umkehrregel” fur die Abbildungsverkettung (vgl. Prop. 8.4.2).

4. st + kommutativ, so gilt auch (x - y)™* = x™1 + y~1. Im Allgemeinen, d.h. fiir nicht-kommutative Verkniipfungen,
gilt diese Gleichung jedoch nicht.

Eine spezielle Sorte invertierbarer Elemente sind digjenigen, die zu sich selbst invers sind. Zum Beispiel gilt fur
p=(12)(34) e S, dieGleichung p~* = p, was sich auch p? = e schreiben | ssst. Das neutrale Element eines
Verkniipfungsgebildes (A, ) ist stets zu sich invers (€% = ). Allgemein heil3t a € A involutorisch, wenn a2 = e. So
sind etwain (Z4, @) die Restklassen 0 und 2 involutorisch (0 0 = 0 bzw. 2 2 = 0). Spiegelungen sind
involutorische Kongruenzabbildungen der Ebene. Das Verknipfungsgebilde (P(M), +) besteht sogar aus lauter
involutorischen Elementen, denn esgilt A+ A= @ fir ale Ae P(M).
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m Zum Begriff der Gruppe

Unter einer Gruppe versteht man eine Halbgruppe mit Einselement, in der sémtliche Elemente invertierbar sind (siehe
die Def. 10.5.5, welche diesen Begriff durch drei Axiome beschreibt). Der Begriff wurde im 19. Jahrhundert zunéchst
im Zusammenhang mit der Auflésung algebraischer Gleichungen entwickelt. Bald erkannte man auch seine grof3e
Bedeutung fir die Geometrie, was dann zu einem systematischen Ausbau einer eigenen Gruppentheorie fihrte. Ein
wesentlicher Antrieb fir diese Entwicklungen war die Idee der Symmetrie. Die Symmetrie einer Figur l&sst sich durch
die Gesamtheit G aller Transformationen (Abbildungen) ausdriicken, bei denen bestimmte Eigenschaften der Figur
erhalten bleiben (vgl. Abschnitt 10.8). Dann bildet G eine Halbgruppe aus lauter invertierbaren Elementen (also genau
das, was man unter einer Gruppe versteht). Im Gruppenbegriff lassen sich geometrische und algebraische
Betrachtungswei sen verbinden, was zu einem grofRen Teil seinen Reiz und seine Bedeutung ausmacht.

m 10.5.5. Definition

Ein Verknipfungsgebilde (G, +) heil3t Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind:
(G1) - istassozidtiv.

(G2) Esgibteinee G,sodasse+ra=a+re=aflraleacG.

(G3) Jedesac G besitzt ein Inversesin (G, ).

Bei der allgemeinen Notation von Gruppen (und Halbgruppen) wird haufig (und auch im Folgenden) die zugrunde
liegende V erkniipfung analog zur Multiplikation aufgefasst und dementsprechend nicht eigens bezeichnet bzw.
geschrieben. Die Gleichung aus (G2) lautet damit kirzer ea = ae = a; das neutrale Element e heif3t daher in diesem
Zusammenhang passender Einselement oder kurz: Eins.

Ist diein der Gruppe G gegebene Verkniipfung kommutativ, so heif3t auch G selbst kommutativ (manchmal auch
abelsch, zu Ehren des norwegischen Mathematikers N. H. Abel, 1802-1829).

Viele der bisher bekannten Verkniipfungsgebilde sind Gruppen in dem gerade definierten Sinn. Ebenso gelten eine
Reihe von friher bewiesenen Aussagen erst recht fir Gruppen. Das ales soll jetzt hier noch einmal kurz
zusammengestel It werden:

m Beispiele
1. Die Zahlenmengen Z, Q und R bilden jeweils zusammen mit der gewohnlichen Addition eine kommutative
Gruppe.

2. Die Mengen Q \{0} und R \ {0} bilden jeweils zusammen mit der gewdhnlichen Multiplikation eine kommutative
Gruppe.

3. Die Menge S, adler Permutationen n-ten Grades bildet zusammen mit der Verkettung o eine nicht-kommutative
Gruppe (die sog. symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe).

4.7 (m= 2 ganz) bildet zusammen mit der Restklassenaddition @ eine kommutative Gruppe.

57y :=Inv(Zn, ©) ist eine kommutative Gruppe (bezeichnet als prime Restklassengruppe modulo m). Fiir primes p
gilt Zp* = Z,\ {0}, d.h. die Gruppe Z ,* besteht aus genau den p— 1 Restklassen 1, ..., p— 1.



kapitel10.nb 9

Die folgende Proposition fasst eine Reihe bisher abgeleiteter Aussagen, soweit sie auf Gruppen anwendbar sind,
zusammen:

m 10.5.6. Proposition

Sei G eine Gruppe. Dann ist das Einselement in G eindeutig bestimmt. Ferner besitzt jedes Element a von
G genau ein Inversesa! in G. Das Inverse eines Produkts ab (a, b € G) ist gleich dem Produkt aus dem
Inversen von b und dem Inversenvon a: (ab)™ = b~1al.

10.6. Ringe und Korper

Haufig betrachtet man in einer Menge zwei Verkniipfungen, z.B. die Addition und die Multiplikation in Z. Beide
Verknipfungen sind durch eine Rechenregel verbunden, die Verteilungs- oder Distributivgesetz genannt wird:

X-(Y+2)=(X-y)+(X-2)

m 10.6.1. Definition

Seien + und T zwel Verknipfungen in A. Dann heif3t - distributiv bzgl. —, wenn fir allex, y, ze A:
D) x1(yT=(X+y)T(X+2
(2 XTy+tz=(x+2T(y+2

Fir ganze, rationale und reelle Zahlen ist die Multiplikation distributiv beziiglich der Addition, jedoch ist die Addition
nicht distributiv beztiglich der Multiplikation. Dasselbe gilt auch fur die entsprechenden Verknipfungen in Zp,. Flr
Mengen ist sowohl (" distributiv beziiglich [ als auch umgekehrt | distributiv bezlglich (.

m Bemerkung zu Schreibweisen

Das Setzen von Klammern auf den rechten Seiten der Gleichungen (1) und (2) in der Definition ist erforderlich, um
festzulegen, welche der beteiligten Operationen zuerst durchzufiihren ist. Man kann Klammern durch eine
Konvention vermeiden. Esist dann zu vereinbaren, welche der beiden Operationen + und + den Vorrang erhélt. Eine
solche Konvention existiert beispiel sweise fir die Multiplikation und Addition von Zahlen: Punktrechnung geht vor
Srichrechnung. Wenn man einmal der Multiplikation den Vorrang gegeben hat, so sind Ausdriickewiex-z + y-z
eindeutig auswertbar.

Haufig ist es zweckmaliig, fir die Verknipfungen in einer Menge die vertrauten Symbole '+' oder ' ' zu verwenden.
Wird nur eine Verknipfung betrachtet, so schreibt man sie gerne al's Multiplikation (also - anstelle von ), oder man
lasst das Operationssymbol iberhaupt ganz weg. Bei der gewdhnlichen Multiplikation von Zahlen ist letzteres gang
und gadbe, man schreibt also etwa: xz + y z usw.
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m Ringe

Die grundlegenden Rechengesetze, die in den Zahlbereichen Z, Q, R und C gelten (vgl. 1.2.1), zeigen (wenn A
irgendeine dieser Mengen bedeutet): (A, +) ist eine kommutative Gruppe und (A, -) ist eine Halbgruppe, und es gilt
das Distributivgesetz x(y + 2) = X y + x z. Auf Grund dieser Eigenschaften nennt man (A, +, -) einen Ring:

m 10.6.2. Definition

Ein Verknipfungsgebilde (A, +, -) mit 2-stelligen Verknipfungen + und - in A heifdt Ring, wenn gilt:
(R (A +) ist eine kommutative Gruppe

(R2) (A, -)isteine Halbgruppe

(R3) - istdistributiv bzgl. +

Die oben genannten Ringe weisen aber noch speziellere Eigenschaften auf: Ihre multiplikative Halbgruppe (A, -)
besitzt ein Einselement und ist kommutativ. Entsprechend handelt es sich um kommutative Ringe mit Eins. Die Eins
eines Rings wird gewohnlich mit 1 bezeichnet.

Das neutrale Element der additiven Gruppe (A, +) eines Rings nennt man seine Null (bezeichnet mit 0).

m Beispiele
1. Ein Ring kann endlich sein, wie das Beispiel von (Z,,, ®, ©) zeigt, eines kommutativen Rings mit Einselement.

2.(mZ, +, ) ist ein (unendlicher) Ring (Unterring des Rings der ganzen Zahlen). Die ganze Zahl 0 ist seine Null.
Eine Eins besitzt dieser Ring genau dann, wenn | m| = 1ist; in diesem Fall handelt es sich um die ganze Zahl 1.
(Begriindung!)

3. Sel (G, +) eine (additiv geschriebene) abel sche Gruppe. Es bezeichne E die Menge aller Selbstabbildungen f von
G mit der Eigenschaft: f(x+y) = f(x) + f(y) fur dlex, y € G. Fur zwel Abbildungen f, g € E sal ihre Summe
definiert durch: (f +g) (X) := f(X) + g(X) (x e G). Danniist (E, +, °) ein Ring mit idg alsEins. (Beweisas Ubung!).

4. Ein triviales Beispiel ist der sog. Nullring A = {e}, der aus nur einem Element besteht, fir dase + e = e sowie
e- e= egilt. Man Uberzeuge sich davon, dass tatsichlich ein Ring vorliegt (dessen Null und Eins dasselbe Element
sind).

m 10.6.3. Proposition

Ineinem Ring (A +, -) gelten die "Vorzeichenregeln':
(0] a0=0a=0

()] a(-b)=(-a)b=-ab

B (a(-b=ab
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m Beweis

AlsUbung! &

m Bemerkung

In diesem Einfuhrungskursist kein Raum, Ringe eingehender zu behandeln. Es soll aber wegen seiner fachlichen
Bedeutung fr den Unterricht zumindest das Thema"Division" kurz erdrtert werden.

Die oft zu hérende Regel "Durch Null darf nicht dividiert werden!" klingt etwas merkwiirdig und beinahe wie ein
moralisches Verbot, weshalb es manchmal auch heif, dass die Division durch Null nicht definiert sei. In der Sprache
der Algebralésst sich diesen reichlich vagen Formulierungen nun aber ein klarer Sinn unterlegen. Wir denken uns
einen Ring (A, +, -) mit Eins gegeben. Der "Division durch Null" entspricht hier die Invertierung der Null in der
multiplikativen Gruppe des Rings, d.h. der Auflésung der Gleichung 0-x = 1. Dainjedem Ring 0-x = Oist (vgl.
Prop. 10.6.3,(1)), musste somit gelten: 0 = 1. Die Null (des Rings) hat also nur dann ein Inverses, wenn sie mit der
Eins Ubereinstimmt. Dass dies in der Tat moglich ist, zeigt das oben angefiihrte Beispiel des Nullrings. Aber auch nur
im Nullring kann durch Null dividiert werden, denn aus 0 = 1 folgt sofort: 0= 0-x=1-x = x, washeif}t: dle
Elemente x € A stimmen mit der Null Uberein (und das heil3t ja gerade, dass A der Nullring ist).

Fazit: Genau in den vom Nullring verschiedenen Ringen besitzt die Null kein multiplikatives Inverses (d.h. "kann
nicht durch O dividiert werden").

Es liegt nahe zu fragen, welche von 0 verschiedenen Elemente eines Rings ein multiplikatives Inverses besitzen.

m Beispid

(Z4, ®, ©) ist ein kommutativer Ring mit Eins. Nach Prop. 7.3.5ist aufer 1 nur 3 multiplikativ invertierbar. Es gilt:
303 =1 DerRest 2ist nicht invertierbar; es gilt sogar: 20 2 = 0. Auf dhnliche Verhdltnisse trifft man z.B. bel Z 5,
wo etwagilt: 304 =30 8 = 0. — Das hier auftretende Phénomen von "Nullteilern" ist fur Ringe auch algemein von
Bedeutung.

m 10.6.4. Definition

Sel (A, +, ) ein kommutativer Ring ( # Nullring). Ein Element a € A heil3 Nullteiler, wennab = O fur ein
Ringelement b + 0. Enthélt A keine von O verschiedenen Nullteiler, so heif3t A nullteilerfrel (oder auch:

[ntegritétsring).
Die Zahlbereiche Z, Q, R und C sind Integritétsringe.

Am Beispiel von Z sieht man noch folgendes: Auch wenn ein Ring keine echten (d.h. von Null verschiedenen)
Nullteiler besitzt, so bedeutet dies doch nicht, dass seine von Null verschiedenen Elemente multiplikativ invertierbar
sind. Bel den Ringen Q, R und C ist dies allerdings der Fall (ein Fall, der immerhin so wichtig ist, dass dafir ein
neuer Begriff eingefuhrt wird):
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m 10.6.5. Definition

Ein kommutativer Ring (A, +, -) mit Eins heil3t Korper, wenn (A\{0}, -) eine Gruppeist.

In einem K érper lasst sich so rechnen, wie wir es von den rationalen und reellen Zahlen her gewohnt sind. Diese
Zahlbereiche sind denn auch die naheliegendsten Beispiele fur Korper. Aus Beispiel Nr. 5 zu Def. 10.5.5ist zu
erkennen, dass auch die Reste modulo einer Primzahl p einen (endlichen!) Kdrper bilden: (Z,,, ®, ©). Den kleinsten
Koérper, der nur die Elemente O und 1 enthalt, gewinnt man hieraus fir p = 2: ({0, 1}, &, ©).

m 10.6.6. Proposition

Ein Korper ist stets auch ein Integritétsring.

m Bewes

Sei (A, +, ) ein Korper sowiea e A\{0} und ab = 0. Durch Multiplikation mit dem Inversen von a ergibt sich:
O=al0=alab=@layb=1-b=b. e

Umgekehrt ist ein Integritdtsring nicht auch schon ein Kérper (wie das Gegenbeispiel Z zeigt). Wohl gilt hingegen die
folgende Aussage:

m 10.6.7. Proposition

Ein endlicher Integritétsring ist ein Korper.

m Bewes

Sei A ein endlicher Integritétsring. Esist zu zeigen, dass (A\{0}, -) eine Gruppe ist. Da A nullteilerfrei ist, gilt fur

a, b+ Ostetsab = 0, und damit ist die Multiplikation - eine Verknipfung in A\{0}; sieist assoziativ, da (A, -) eine
Halbgruppeist. Sei nun a € A\{0} vorgegeben. Wir definieren eine Abbildung f : A— Adurch f(x) := ax. Dieses f
ist injektiv, denn aus f(x) = f(y) folgt ax = ay und nach Prop. 10.6.3 und Distributivgesetz: 0 = ax—ay=aX-Y),
sodass sich aufgrund der Nullteilerfreiheit x = y ergibt. Alsinjektive Selbstabbildung einer endlichen Menge ist f
sogar bijektiv (vgl. Prop. 8.5.5), esgibt also genau ein xo € Amit f(xg) = aXp = a. Dieses (zu a) eindeutig bestimmte
Xo ist Einselement der Halbgruppe (A, -) (und somit unabhangig von a). Begriindung: Zu beliebig vorgegebenem

c € Agibt eswegen der Bijektivitét von f ein x € Amit f(x) = ¢, mithin ax = ¢, woraus resultiert:

C=ax=(axg) X = Xy(@X) = Xg € = ¢ Xg. Das (eindeutig bestimmte!) Einselement X, werde wie Ublich 1 genannt. Die
Gleichung a x = 1 besitzt (wegen der Bijektivitét der zu a definierten Abbildung f) eine eindeutige Ldsung x, und
dieseist offensichtlichinverszu a. &

Die folgende Ubersicht zeigt die in diesem Abschnitt behandelten Strukturbegriffe in ihrer logischen Abhéngigkeit:
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Eing

komrmtativer Rimg

kommutativer Ring mit Eins Incegrichtaring

Integrititsring mit Eins

Efrper

10.7. Untergruppen

Fir das Studium einer Gruppe sind ihre Untergruppen von zentraler Bedeutung, da diese Aufschluss Uber ihren
Aufbau vermitteln (was allerdings im Folgenden nicht vertieft werden wird).

m 10.7.1. Definition

Eine (nichtleere) Teilmenge H einer Gruppe G heif3t Untergruppe von G, wenn H beziiglich der Gruppenverknipfung
abgeschlossen und eine Gruppe ist.

In einer Gruppe G gibt es stets mindestens eine Untergruppe, némlich die sog. triviale Untergruppe {€}, die aus dem
Einselement von G besteht. Natirlich ist jede Gruppe Untergruppe von sich selbst.

m Beispide

1. 7 ist eine Untergruppe von (Q, +); Q ist Untergruppe von (R, +).

2. DieMengemZ = {mk |k € Z } der ganzzahligen Vielfachen von m (m ganz) ist eine Untergruppe von (Z, +).
3. Die Restemenge {0, 2, 4} ist eine Untergruppe von (Zg, ®).

4. Die Permutationenmenge {(1) (2) (3) (4), (134 2), (14)(23), (124 3)} ist eine Untergruppe von (Sg, ©).

Die folgende Aussage enthalt ein hinreichendes und notwendiges Kriterium dafir, dass eine Teilmenge einer Gruppe
G eine Untergruppe von G ist:
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m 10.7.2. Proposition (Untergruppenkriterium)

Sei G eine Gruppe, H eine Tellmenge von G. Dann gilt: H ist Untergruppe von G genau dann, wenn
H+¢ undmita, beH stetsauchab™ e H gilt.

m Bewes

1. Eine Untergruppe H von G erflillt offensichtlich die behauptete Eigenschaft (Begriindung!).

2. Sei umgekehrt H eine nichtleere Teilmengemitab! e H fir allea, b € H. Esist zu zeigen, dass H eine Gruppe
ist. Sei e das Einselement von G. Dann hat man jedenfallse=aa™! € H. Jedesa e H ist ferner invertierbar
wegenea! € H. Unter der Gruppenverkniipfung ist H abgeschlossen, dennzu a, b € H liegt dasInverse bt in H,
und damit gilt ab = a(b™1)™* € H. Daher ist auch das Assoziativgesetz in H erfiillt, und H ist eine Gruppe. ¢

m Potenzen und Ordnung

Im Folgenden werden firr das Rechnen in Gruppen geeignete Begriffe und Regeln entwickelt. Dalediglich eine
Verknupfung vorliegt, beschrankt sich das Rechnen auf die wiederholte Anwendung dieser Verkniipfung, d.h. auf das
Bilden von Potenzen. Die zugehotrigen Begriffe spiegeln dies wider.

Sei G eine Gruppe und a € G. Dann definiert man a° = e (Einselement von G), a' = a, a® = aa, usw. Um dies
algemein und auch fiir ganzzahlige Exponenten zu erklaren, benétigt man die folgende rekursive Definition:

m 10.7.3. Definition

Fir beliebige Elemente a einer Gruppe G mit dem Einselement e wird definiert:
al=e
a™?! = a" a (fur ganze Zahlen n = 0)

Zusétzlich wird fir n < O festgel egt:

at:=(@h™"

m Bemerkung

Die zuletzt getroffene Festsetzung hat einen Sinn, weil fir negatives n die (—n)-te Potenz des Inversen von a bereits
definiert wurde. Insgesamt gibt die obige Definition die Gegebenheiten wieder, die vom Rechnen mit rationalen (oder
reellen) Zahlen her vertraut sind. Insbesondere gelten die (blichen Rechengesetze fiir Potenzen;

m 10.7.4. Proposition
In einer Gruppe G gilt fir dleae Gund fir dlem, ne Z:
€)) ama" = gm™n

(2) (am)n — amn
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@ @)t=@h"
4 (@ab)"=a"b" fur jedesbe Gmitab=ba

m Beweis

Hinweis: Zundchst m, n > 0 voraussetzen und Beweise durch Induktion fiihren, anschlief3end mit Hilfe von Def.
10.7.3 auch negative Exponenten einbeziehen. Die Durchfiihrung der Einzelheiten verl&uft dann routineméldig und
bleibt zur Ubung. &

Esist von besonderem Interesse, in einer Gruppe G alle Potenzen a" eines Elements a € G zu betrachten.

m Beispiele
1. In der additiven Gruppe Z der ganzen Zahlen bedeutet a" die ganze Zahl na. Die Potenzen von a sind also gerade

die Vielfachen von a und die Potenzen von 1 gerade die ganzen Zahlen.

2. In der additiven Restklassengruppe Z¢ hat die Restklasse 2 die Potenzen 0, 2, 4. Tatsachlich ist 4 das | etzte
Element dieser Folge, dennesgilt 4® 2 = 0.

3.In S, hat p = (1342) die Potenzen p°( =), p, p?, p°. Esist p* = g daher werden durch héhere Exponenten keine
neuen Permutationen erzeugt. Auch durch negative Exponenten entstehen keine neuen Elemente, denn es gilt
pt=pd.

Die Beispiele zeigen: Die Potenzen eines Gruppenel ements bilden eine Untergruppe.

m 10.7.5. Proposition

Sel G eine beliebige Gruppe und a € G. Die Menge der Potenzen a" (n € Z) ist eine Untergruppe von G.

m Bewes

Nach dem Untergruppenkriterium (Prop. 10.7.2) ist zu zeigen, dass zu Potenzen a" und a™ das Produkt a"(a™)~*
wieder eine Potenz von aist. Dasist in der Tat der Fall, denn nach Prop. 10.7.4 gilt:

an(am)—l — an(a—l)m —glgmM=gmm P

m Bezeichnungen

Die von den Potenzen von a € G gebildete Untergruppe von G heif3t Erzeugnisvon a.in G, oder: von a erzeugte
Gruppe (bzw. Untergruppe in G). Sie werde im Folgenden mit (ay bezeichnet. Esist (ay := {a¢| k € Z}.

An den zuletzt genannten Beispielen (Nr. 2 und Nr. 3) ist zu beobachten, dass eine Potenz mit einem Exponenten
grofer als 0 dennoch gleich dem Einselement sein kann.

Bildet man die Potenzen innerhalb einer endlichen Gruppe, so ist dies notwendigerwei se so. Denn es gibt dann
zunéchst einmal zwei Ubereinstimmende Potenzen, etwa a' = a°, wobei ohne Beschrénkung der Allgemeinheitr < s
angenommen werden kann. Hierausfolgt sofort: e=a"a®>=a%>" mits—r > 0.
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Ist die Gruppe G unendlich, so lasst sich der eben durchgefiihrte Schluss nicht aufrechterhalten. Zum Beispiel sind in
Z dlle (additiven) Potenzen eines Elementes a + 0 verschieden!

Die vorangegangenen Betrachtungen filhren zu einer Definition, welche die Definition der Ordnung einer Permutation
verallgemeinert.

m 10.7.6. Definition

Sei G eine Gruppe und e das Einselement von G. Gibt esfiir ein a € G eine ganze Zahl n > 0 mit a" = e, so heil} die
kleinste dieser Zahlen Ordnung von a (in G); sie werde mit ord(a) bezei chnet; andernfalls setzt man ord(a) = co
(Ordnung von ain G ist unendlich).

m Beispiele

1. Die Ordnung der Elemente (ganzen Zahlen) in der additiven Gruppe (Z, +) ist unendlich.
2.1n (Zg, &) gilt: ord(2) = 3.

3.Firp=(14)(253) e Ssistord(p) = 6.

m Bezeichnung

Die Anzahl der Elemente einer Gruppe G wird als Ordnung von G bezeichnet (symbolisch: ord(G) oder | G |); enthalt
G unendlich viele Elemente, so schreibt man: | G| = .

m Bemerkung

Trotz der gleichlautenden Bezeichnungen hat die Ordnung eines Elements von der Definition her zundchst mit der
Ordnung der Gruppe nichts zu tun. Es stellt sich aber bald heraus, dass doch eine enge sachliche Beziehung zwischen
beiden besteht (und dies ist natiirlich auch der entstehungsgeschichtliche Grund fir die gemeinsame Benennung).
Man erkennt diesen Zusammenhang bereits daran, dassin einer Gruppe G fir beliebigesa € G gilt: ord(@) = | (a) |,
d.h. die Ordnung von a stimmt Uberein mit der Ordnung der von ain G erzeugten Untergruppe.

Die Gruppe Z ist von unendlicher Ordnung, und ihre Elemente (auf3er 0) besitzen ebenfalls unendliche Ordnung. Fiir
dievon a e Z erzeugte Untergruppe gilt: (a) = aZ (Menge der ganzzahligen Vielfachen von a). Man kann zeigen,
dass es auf3er diesen Vielfachenmengen keine anderen Untergruppen von Z gibt.

m 10.7.7. Proposition

H ist Untergruppevon (Z, +) < H =aZ fireinganzesa=0

m Bewes

1."<":aZ ist (als Erzeugnisvon a) eine Untergruppe von Z.



kapitel10.nb 17

2."=": Esist umgekehrt zu zeigen, dass eine Untergruppe H von Z eine Vielfachenmengeist. Im Fall

H = {0} = 0Z ist dies natirlich der Fall. Sei daher H eine nichttriviale Untergruppe und x € H einvon 0
verschiedenes Element. DaH eine Gruppeist, gilt auch —x € H; folglich gibt esin H positive Zahlen. Die kleinste
von ihnen sei a. Sei nun h € H beliebig vorgegeben; Division von h durch a mit Rest ergibt dann eine Darstellung
h=aq+r, wobei 0 < r <a. Nach dem Untergruppenkriteriumistr =h—-gae H. Wegenr = 0 und der Minimalitét
vonamussr = 0sein. Somitisth=qgaundH c aZ gezeigt. Ist xe aZ, d.h. x=naflr ein ganzesn, soist auch
xe H,weil ae H und H (als Gruppe) ale 'Potenzen' (d.h. hier: Vielfachen) von a enthdlt. MithinistauchazZ c H
und insgesamt aZ = H gezeigt. ¢

Esliegt nun nahe, auch nach den Untergruppen H von (Z,,, &) zu fragen.

m 10.7.8. Proposition

H ist Untergruppe von (Z,, @) genau dann, wenn H = (a) fiir einen Rest a mod m. Dabei ist ord(H)
Teiler der Gruppenordnung m.

m Bewes

Ist H dietriviale Untergruppe, so gilt H = {0} = (0). Sei nun H # {0} und a kleinster positiver Rest mod min H. Wie
im Beweis zu 10.7.7 zeigt man (bei wortlicher Wiederholung der Argumente):(a) = H. DaH endlich ist, ergibt sich:
H ={0, a, 24, ..., (5— 1) a}; dabel ist s die eindeutig bestimmte ganze Zahl mit 0 < (s—1)a < m< sa. Wir zeigen:
m = sa. —Division von mdurch a mit Rest liefert eine Darstellung m= ka+r mit 0 < r < a. Fir den Rest gilt:
r=m-ka=kamodme H und, daa minimal ist, r = 0. Daher hat man m = ka. Setzt man diesin die Ungleichung
fur sein und kirzt anschliefRend a heraus, so ergibt sich: s— 1 < k < s. Esist also k = s. Insgesamt ist damit gezeigt,
dass sowohl a (das erzeugende Element) als auch s (die Untergruppenordnung ord(H)) Teiler der Gruppenordnung m
sind. ¢

m Beispid

Fir m = 12 ergeben sich die folgenden (echten nichttrivialen) Untergruppen von Z 1, samt erzeugenden Elemente:

(2)={0, 2, 4, 6, 8, 10} Ordnung: 6
(3)=1{0,3,6, 9} Ordnung: 4
(4) =10, 4, 8} Ordnung: 3
(6) =10, 6} Ordnung: 2

Die Teilerbeziehung zwischen den Ordnungen von Untergruppe und Gruppe gilt nicht nur fir die Z,,,, sondern ganz
allgemein fr alle endlichen Gruppen.

m 10.7.9. Definition

Eine Gruppe G heif}t zyklisch, wenn sie von einem ihrer Elemente erzeugt wird, d.h. wenn ein a € G existiert mit
G = (a). Das Element a heif3 dann erzeugendes Element von G.
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m Beispiele
Die additiven Gruppen Z und Z,,, (mit 1 als erzeugendem Element); ferner die Drehungsgruppen, diein Abschnitt

10.8 behandelt werden.

Die Untergruppen der zyklischen Gruppe G = Z;o sind sdmtlich Erzeugnisse (q) eines Teilers q der Gruppenordnung.
Hier eine Ubersicht:

m| q (@
1170 {0}

2|35 {0, 35}

5|14| {0, 14, ..., 56}
7 |10| {0, 10, ..., 60}
10| 7| 10,7, ..., 63
14| 5| {05, ..., 65)
35| 2| (0,2 ..., 68
70 1] (0,1, .., 69

Fir eine zyklische Gruppe ist der sog. Gruppengraph (Ordnungsdiagramm der Untergruppen) identisch mit dem
Teilerdiagramm fir die Gruppenordnung:

1>
2> <5> <T>
<10 > <145~ .{35:-
<0

m 10.7.10. Proposition (Satz von L agrange)

Sei G eine endliche Gruppe, H eine Untergruppe von G. Dann ist ord(H) ein Teiler von ord(G).

m Beweis

Der Beweis folgt einem einfachen Grundgedanken. Man zerlegt die Menge G in gleichgrolie Teile, von denen jeder so
groRist wie H. Diefraglichen "Teile" sind sdmtlich Mengen der Form xH :={xa | a€ H }, die sog.
Linksnebenklassen von H.

(1) Jedes x € G liegt wegen x = xe (e = Einselement von G, e € H) in einer Nebenklasse, ndmlich x € xH. Da
umgekehrt jede Nebenklasse eine Teilmenge von G igt, ist G die Vereinigung sémtlicher Nebenklassen xH, x € G.
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(2) Die Mengen H und xH haben (fur beliebiges x € G) dieselbe Anzahl von Elementen, denn die
Linksmultiplikation, die jedem a € H das Element x a zuordnet, ist eine bijektive Abbildung von H auf x H. Natirlich
haben infolgedessen auch alle Nebenklassen von H dieselbe Elementeanzahl.

(3) Schliefdlich ist noch zu Uberlegen, dass zwei verschiedene Nebenklassen stets disjunkt sind. Sei dazu a als
gemeinsames Element von xH und y H angenommen: ae xH () yH. Dann gibt esu, v e H derart, dassa = xu und
a= yv. Hierausfolgt xu = yv und damit auch y 1 x = vu~t € H (nach dem Untergruppenkriterium). Ein Element der
Nebenklasse x H hat die Form x ¢, wobei ¢ € H, was sich nun auch schreiben Idsst als: xc = y(y ! x) ¢ = yd mit
d:=y!lxceH.Esgilt somit xc e yH. Ebenso zeigt man umgekehrt, dass jedes Element der Nebenklasse y H auch
zu x H gehdrt. Insgesamt hat man also xH = y H.

Zusammen ergeben die Teile (1), (2) und (3) die Aussage: G ist digunkte Vereinigung von Mengen, welche dieselbe
Anzahl von Elementen haben wieH. &

m 10.7.11. Proposition

Sei G eine endliche Gruppe, eihr Einselement. Dann gilt fir allea e G:
D ord(a) ist Teiler von ord(G)

(2) a_ord(G) —e

m Beweis

Zu (1): Man betrachte die von a erzeugte Untergruppe H = (a) = {e, a, ..., a"1}. Fiir deren Ordnung n gilt
n=ord(H) = ord(@). Prop. 10.7.10 liefert ord(H) | ord(G) und damit die Behauptung (1).

Zu (2): Nach (1) haben wir ord(G) = k- ord(a) fir eine geeignete natiirlich Zahl k. Damit ergibt sich unter Beachtung
der Potenzrechenregel 10.7.4,(2); a@d© = gkord@ = qord@)k = gk = g ¢

m 10.7.12. Korollar (Satz von Euler-Fermat)

a?™ = 1modm

m Bewes

Waéhlefir G die prime Restklassengruppe modulo m: G = Z,,*. Dann gilt ord(G) = ¢(m). Einselement von G ist 1 (als
Restklasse mod m). Schreibt man damit die Gleichung 10.7.11,(2) als Kongruenz, so steht die Behauptung direkt da. &

m Bemerkung

Die Spezialisierung m = p (Primzahl) liefert unter Beachtung von ¢(p) = p — 1 sofort den Lehrsatz ("Kleiner Fermat",
vgl. Prop. 7.3.6.): a*~1 = 1 mod p (firr teilerfremde a, p).
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10.8. Symmetrie(gruppen)

Ein wichtiges Anwendungsgebiet des Gruppenbegriffsist die Geometrie. Hier beschaftigt man sich mit
Symmetriegruppen ebener oder raumlicher Figuren. Eine Symmetriegruppe besteht aus Selbstabbildungen der
(euklidischen) Ebene E (oder — im weiteren auf3er Betracht — des Raums). Dabei werden nicht beliebige
Abbildungen, sondern nur abstandstreue Transformationen, d.h. Kongruenzabbildungen zugel assen (vgl. die
entsprechenden Beispiele aus Kapitel 8 und die Ubungen dazu).

m 10.8.1. Definition

1. Eine Abbildung f : E— E heil3t abstandstreu, wenn flr irgend zwei Punkte P, Q der (euklidischen) Ebene E gilt:
| f(P), f(Q =P, Ql

(Der Abstand zwischen zwei Punkten X, Y von E ist hier mit | X, Y | bezeichnet.)
2. Eine abstandstreue Surjektion E— E heif3t Kongruenzabbildung von E. Es bezeichne K& die Menge der

Kongruenzabbildungen von E. (Die ebenfalls gebrauchliche Bezeichnung 1sometrie bringt die Abstandstreue
namentlich zum Ausdruck.)

m Beispiele

Grundtypen von Kongruenzabbildungen (bzw. Isometrien) sind: Verschiebungen (Translationen), Drehungen
(Rotationen) und Geradenspiegelungen von E.

m 10.8.2. Proposition

(1) feXe= fisthijektiv
2 f,0eKeg= fogeKe
3 fE'}(Eﬂf_]'E(](E

m Bewes

Zum Beweisist hier zu zeigen: (1) dass eine abstandstreue Abbildung injektiv ist, (2) die Verkettung zweier
Kongruenzabbildungen wieder eine Kongruenzabbildung ist, (3) die Umkehrabbildung einer Kongruenzabbildung
abstandstreu ist. Beispielsweise sieht man (1) wiefolgt ein: Aus f(P) = f(Q) folgt0= | f(P), f(Q)| = | P, Q|, dso
auch P = Q. — (2) und (3) sind ebenso einfach zu verifizieren. &

m 10.8.3. Korallar (und Bezeichnung)

(K, o) ist eine (nicht-kommutative) Gruppe, die sog. Kongruenzgruppe (auch: 1sometriegruppe oder
Bewegungsgruppe) von E.
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m Beweis

Fur Ke sind die drei Gruppenaxiome erfullt: (G1, Assoziativitét von o) folgt aus 10.8.2,(2) zusammen mit 8.3.4 (vgl.
auch die Bemerkung 2 am Ende von Abschnitt 10.3). (G2) wird mit ide Gentige getan. (G3) gilt aufgrund von
10.8.2,(3). &

B Symmetriegruppeeiner Figur

Hat man nun eine Figur vorliegen, etwa ein beliebiges Rechteck R (in E) mit den Ecken 1, 2, 3, 4, so stellt sich die
Frage, welche Kongruenzabbildungen R fest lassen. Das heifdt genauer: Fir welche f € Kg gilt f[R] = R? Eine
Kongruenzabbildung f, die diese Forderung erfillt, hei3t Symmetrie oder Deckabbildung von R.

iy

Eine Verschiebung kommt als Deckabhbildung offensichtlich nicht in Frage, wohl aber z.B. eine Halbdrehung h der
Ebene um den Mittel punkt von R. Der Einfachheit halber wird sie (hier und allgemein bel Vielecken) mit der durch
sie bewirkten Permutation der Eckenmenge identifiziert, also hier: h = (13) (24) (obwohl keine Identité im strengen
Sinne vorliegt!).

NatUrlich gehort nicht zu jeder Permutation der Eckenmenge von R auch eine Symmetrie. Zum Beispid gibt eskeine
Zu (1) (2 3) (4) gehdrende Deckabbildung von R; von den 24 mdglichen Eckenpermutationen entsprechen sogar nur
die folgenden 4 den Symmetrien des Rechtecks. e, my = (12) (34), mp = (14)(23),h=(13)(24). lhre
Verkettungsprodukte sind nachstehender Verknipfungstafel zu entnehmen:

o|le|[m | m| h
e|le|m|m|h
m{m | e| h|m
my|mp| h|e|m
h|h{m|m|e

Aus der Tafel lesen wir ab, dass R4 = {g, my, my, h} eine Gruppeist: R, ist abgeschlossen bzgl. o (somit o assoziativ in
Ry); ferner ist e Einselement und sind ale Elemente invertierbar (sogar involutorisch). In Erinnerung an den
Mathematiker F. Klein (1849-1925) wird R4 a's Kleinsche Vierergruppe bezeichnet.

Nach diesem Beispiel 18sst sich der Begriff der Symmetriegruppe nun ohne weiteres auch allgemein erkléren:
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m 10.8.4. Definition

Sel F irgendeine nichtleere Teilmenge der Ebene E (im folgenden Figur genannt). Eine Kongruenzabbildung f € K&
heil3t Symmetrie (oder: Deckabbildung) von F, wenn gilt: f[F] = F. Esbezeichne Sym(F) :={f e Kg| f[F]=F}
die Menge aller Symmetrien von F.

Esist eine fundamentale Tatsache, dass die Symmetrien einer Figur F eine Gruppe (genauer: Untergruppe der
Kongruenzgruppe Kg) bilden. Dies besagt folgende

m 10.8.5. Proposition

Zu beliebiger Figur F ist Sym(F) eine Untergruppe von Kg (die sog. Symmetriegruppe von F).

m Bewes

Wir benutzen das Untergruppenkriterium (Prop. 10.7.2). Seien dazu f, g € Sym(F) beliebig. Da Sym(F) bzgl. o
abgeschlossen ist — denn: (f o g)[F] = f[g[F]] = f[F] = F —, geniigt es zu zeigen, dass die Umkehrabbildung einer
Symmetrie f wieder zu Sym(F) gehdrt. Ein Punkt X liegtin f ~1[F] genau dann, wenn f~1(Y) = X firein Y € F, das
hei}t: f(X) e F = f[F]. Wegen der Injektivitdt von f ist diesgenau fir X € F der Fall, d.h. f1[F]=F. &

Die Symmetriegruppen spielen fiir die geschichtliche und systematische Entwicklung des Gruppenbegriffsin der
Mathematik eine zentrale Rolle. So lassen sich mit ihnen geometrische Eigenschaften algebraisch beschreiben. (Auch
umgekehrt werden héufig algebraische Sachverhalte geometrisch-anschaulich interpretierbar.) Das Gebiet der
Abbildungsgeometrie baut geometrische Aussagenbesténde systematisch mit Hilfe von Abbildungsgruppen auf. Zum
Studium symmetrischer Figuren vgl. die gut lesbare Einfiihrung von Flachsmeyer / Feiste / Manteuffel: Mathematik
und ornamental e Kunstformen. Mathematische Schiilerbticherei. Leipzig: Teubner 1990.

Besonderes Interesse verdienen die Symmetriegruppen regel médiger n-Ecke (Polygone) P,,. Die zugehorige
Symmetriegruppe wird als Diedergruppe Dy, bezeichnet (sprich: Di-eder)

Dieder bedeutet wortlich "Zweiflachner"; man hat sich dabei das fragliche Vieleck als ein Gebilde im Raum
vorzustellen, das eine "Vorderseite” und eine "Ruickseite” besitzt. Damit sind nun die Spiegelungen aus Dy, a's
réumliche Klappbewegungen vorstellbar, die den Dieder mit sich selbst zur Deckung bringen. VVom algebrai schen
Standpunkt ist dies freilich irrelevant, da ohnehin jede Symmetrie des Dieders as Permutation seiner Eckenmenge
beschreibbar ist.

Man betrachte als einfaches Beispiel einer Diedergruppe die D, die Symmetriegruppe des Quadrats mit den Ecken
1, 2, 3, 4. Sie besteht aus 4 Drehungen und 4 Spiegelungen, hat also die Ordnung 8. Die Drehungen bilden eine
zyklische Untergruppe A4 der Ordnung 4. Sie wird erzeugt von der Vierteldrehung (um den Quadratmittel punkt), zu
der die Eckenpermutation a = (14 32) gehort. Demnach sind e := &%), a, a2, a3 die Drehungen um

0°,90°, 180°, 270°.
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m,

m,

Die Spiegelungen bilden zwar keine Untergruppe, doch ist jede der Spiegelungen als V erkettungsprodukt einer
einzigen Spiegelung mit einer geeigneten Drehung darstellbar. Sei etwab := d; = (1) (24) (3) as"Grund"-Spiegelung
gewdhlt. Dann gilt:

d=(13) (@ =b&
m =12 (34 =ba
m,=(14)(23)=ba’

Insgesamt | &sst sich also jedes Element der D, in der Form aX (als Drehung) oder b a* (als Spiegelung) mit 0 < k < 4
darstellen. Die Menge der Spiegelungen erweist sich demnach als Nebenklasse b A4 der Untergruppe der Drehungen:

Dy ={e a a, a b, ba ba? ba’)
Fur das Rechnen mit diesen Elementen sind die folgenden Gleichungen zu Grunde zu legen:
at=e (die Vierteldrehung ist ein Element der Ordnung 4)
¥ =e (die Spiegelung ist involutorisch)
ba=alb (dieselbe Spiegelung an der Mittelsenkrechten einer Seite)

Tatséchlich 18sst sich das beschriebene Vorgehen fir beliebige Diedergruppen verallgemeinern. An dieser Stelle wird
— unter Verzicht auf einen Beweis— der Inhalt des betreffenden Hauptsatzes fir Dieder gruppen lediglich kurz
zusammengestellt und erléutert.

Die D, besteht aus n Drehungen und n Spiegelungen, also ord(Dy) = 2n. Jede Drehung ist darstellbar a's Potenz
einer "kleinsten" Drehung

123 ..n=-1 n
(n 12 ..n-2 n—l)'

Ferner werde al's Spiegel ungselement

b 12 3 .. n-1n
_(1nn—1 .. 3 2)

gewdhlt. Es gelten dann die Relationen:
(1) a"=e
2 b?=e
(3 ba=alb=a"tb
Unter diesen Voraussetzungen ist d € D, genau dann, wenn d = ak oder d = b aX fiir eine ganze Zahl k mit 0 <k < n.

Die Diedergruppe D, ist (bis auf 1somorphie — siehe unten) bereits vollstandig durch die Relationen (1) «(3)
bestimmt. Die Natur der Elemente a, b als Permutationen spielt dabei keine Rolle. Dass a eine "Drehung” und b eine
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"Spiegelung” ist, wird nur durch (1) bzw. (2) ausgedriickt; es kommt dann (3) hinzu, um die Abhangigkeit der beiden
Elemente untereinander festzulegen. Gleichung (3) ist geometrisch-anschaulich interpretierbar (Ubung!).

m |somorphie

Das Wort "isomorph" bedeutet "gleichgestaltig” oder "von gleicher Struktur”. Der Begriff und die zugrunde liegende
Erscheinung spielen in der Mathematik eine grof3e Rolle. Dort hat man z.B. héufig mit Gebilden zu tun, bei denen
Elemente unterschiedlicher Herkunft auf entsprechend unterschiedliche Weise verkniipft werden, bei denen aber
dieselbe abstrakte Sruktur zum Vorschein kommt. "Abstrakt" heif3t hier, dass von der speziellen Natur der
verkniipften Elemente abzusehen ist.

m Beispiel 1

DieKleinsche Vierergruppe R, ist uns an friiherer Stelle als Symmetriegruppe des Rechtecks begegnet. Sie kann aber
auch auf ganz andere Weise realisiert werden, etwaasMenge A = {fq, f1, f, f3} von Funktionen, die durch
fo(¥) = X, f1(X) = =X, f2(X) = % fa(X) = —% definiert und mittels o (Verkettung) verkniipft werden.

Ein Vergleich der zugehdrigen Verkniipfungstafeln zeigt, dass sie sich nur durch die Namen, nicht jedoch durch die
gegenseitige Beziehung der verkniipften Elemente unterscheiden. Die betreffende Umbenennung beschreibt man
dabei am besten als Abbildung y : A— Ry mit y(fg) = €, y(f1) = my, y(f2) = mp, y(f3) = h.

v ist bijektiv und leistet daher die Umbenennung in umkehrbar-eindeutiger Weise. Dariiberhinaus— und das ist
wesentlich — bildet y auch die Struktur beider Gebilde aufeinander ab. So besteht in A etwadie Gleichung f, o f; = fs.
Wendet man nun y auf die hier beteiligten Elemente einzeln an, so ergibt sich h = y(f3) = y(f,) o y(f1) = momy, adso
einein R, gultige Gleichung.

m 10.8.6. Definition

Eine bijektive Abbildung y : G— H zwischen zwei Gruppen G und H heif3t |somorphismus, wenn fir allea, be G
gilt: y(ab) = y(a) y(b). In diesem Fall heif3en die beiden Gruppen zueinander isomorph (symbolisch: G = H).

Im Sinne dieser Definition ist die Abbildung y aus Beispiel 1 ein Isomorphismus und sind die betreffenden
Verkniupfungsgebilde A und R4 isomorph. Die abstrakte mathematische Betrachtungsweise unterscheidet streng
genommen nicht mehr zwischen den beiden Gebilden in ihrer konkreten Beschaffenheit; sie erscheinen als
Verkdrperungen ein- und derselben (abstrakten) Gruppe.

m Beispiel 2

AulZer der Kleinschen Vierergruppe gibt es noch eine andere (nicht zu R, isomorphe) Gruppe der Ordnung 4. Diese
wird z.B. verkorpert durch die Restklassengruppe (Z4, ®).

Eine Vierergruppe geometrischer Herkunft ist die Gesamtheit A4 der Drehungen (einer Ebene E) um 90°, 180°, 270°
und 0° (= 360°). Vergleicht man die Verknupfungstafeln, so wird auch die |somorphie beider Gebilde unmittel bar
deutlich: (Z4, ®) = (A4, o). Alslsomorphismus bietet sich in nattirlicher Weise die Abbildung an, diek € Z,4 die
Drehung um k- 90 ° zuordnet.
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m Bemerkung

Die hier aufgezeigte Strukturgleichheit von Drehungsgruppe und additiver Restklassengruppe kommt nicht von
ungeféhr. Man deute einmal A4 a's"Viertelstunden-Uhr"! Dann wird klar, dass das Rechnen mit Viertelstunden nichts
anderesist als Addition modulo 4. Die naturbedingte Periodizitét von Zeit- und Kaenderrechnungist ein
kulturgeschichtlich bedeutsamer Hintergrund des Umgangs mit Restklassen.

Die vorangestellten Beispiele sollten nicht den Eindruck entstehen lassen, die Isomorphie zweier Gruppen wére ihren
Verknupfungstafeln ohne weiteres zu entnehmen. So ist die prime Restklassengruppe Z10* ebenfalls zu A4 isomorph,

was anhand der Verknipfungstafeln erst nach geeigneter Umstellung der Restklassen 1, 3, 7, 9 evident wird. Im Falle
unendlicher (auch schon bei gréReren endlichen) Gruppen verlieren solche Tafeln ohnehin ihren praktischen Wert.

| somorphi eaussagen beruhen auf dem Nachwels eines 1somorphismus zwischen beiden Gebilden.

m Beispiele

1. Sei mbeliebig € Z; esgilt Z ~ mZ. Das zeigt der Isomorphismusy : Z — mZ, definiert durch y(k) := mk fir alle
k € Z (Bildung des m-fachen einer Zahl).

2. Esgilt (R, +) = (R*, -). Ein geeigneter Isomorphismusist die Exponentialfunktion exp(x) = ¢* (e Eulersche Zahl),
dieR auf R* bijektiv abbildet und fur die gilt: exp(x + y) = exp(X) - exp(y). Entsprechend vermittelt der nattirliche

L ogarithmus als Umkehrabbildung von exp einen Isomorphismusvon (R*, -) nach (R, +). Die bekannte
Funktionalgleichung log(x- y) = log(x) + log(y) bringt dies zum Ausdruck.



